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1. Bevezetés

Az 6szi féléves kutatomunkdmban az Erd6s-Turan-tétel kétvéltozés homogén polinomokra éltala-
nosithatésagdval foglalkoztam. Ennek kapcsan meriilt fel, hogy a Thue-tételhez részben ha-
sonld, kétviltozés homogén polinomok értékeire vonatkozd szinezéses allitas segithet az el6z6
féléves eredmények dltaldnositdsidban. Részben ezen 4allitdsrol szol a beszamold. Késdbb az
Erd6s-Turan-tételt sikeriilt dltalanositanunk tetszSleges tobb monombdl allo kétvaltozés ho-
mogén polinomra, a Thue-egyenleteknek egy (altalunk bizonyitott) szinezéses véltozatdval,
mely eredményeket hamarosan publikdlni szeretnénk témavezetSmmel.

Az el6zé félévben a kovetkezd tétel altalanositasdval foglalkoztam szintén egy halmazra és
f(a,b) = a+bhelyett bizonyos szimmetrikus masodfokd és 1 féegyiitthatés homogén kétviltozds
polinomokra:

1. Tétel. (Erdds-Turdn [1]) Ha A pozitiv egész szdmok véges halmaza és |A| = 3 - 21, ahol
k€ Z*, akkor w([ ], pen appa+0)) > k+1.

Az éltalanositasokban a primosztok szdmadra szintén log | A|-s nagysagrendd eredmény adddott.

Az Erd6s-Turan-tétel el6zménye az a témakort elinditd, Griinwald és Lazar altal igazolt (gyengébb)
allitas volt, hogy ha végtelen sok pozitiv egész szamra minden lehetséges mdédon képezziik két
kiilonboz6 Osszegét, a kapott szamoknak primszam oszt6i kozt végtelen sok kiilonb6zd szdm
fordul el6 [1]. Bizonyitdsuk Pélya egy eredményén keresztiil 4ttételesen a kovetkezd, Thue altal
igazolt, specidlis homogén kétvaltozos egész egyiitthatds polinomokra vonatkozo tételen mult

[2].

2. Tétel. (Thue [4]) Ha f € Z|x,y] homogén, legaldbb harmadfokii irreducibilis polinom,
akkor az f(x,y) = m egyenletnek barmely m € Z esetén véges sok egész megolddsa van.
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Az ilyen f(z,y) = m tipusu egyenleteket Thue-egyenleteknek nevezziik.

A 2. tétel bizonyitdsa azon mulik, hogy raciondlis szimokkal mennyire (nem) lehet kozeliteni
irraciondlis algebrai szamokat a nevezd bizonyos hatvinydhoz viszonyitva. Ebben a tekintetben
Roth tétele a legjobb:

3. Tétel. (Roth [3]) Ha « irraciondlis algebrai szdm és k > 2 valds szdm, véges sok olyan

(p,q) = l-et teljesitd (p, q) egész szdmpdr létezik, amelyre [ — £ < q%.

2. Uj eredmények

A félév soran el6szor a kovetkez§ allitast igazoltuk:

4. Tétel. (Fiiredi E.-Gyarmati K.) Legyen f € Rz, y| kétvdltozos homogén polinom, amely
nem f(z,y) = c(x — y) alakii (ahol ¢ € Rlz,y]), [ x-t6l és y-1dl is fiigg, és legyen m € R.
Ekkor léteznek olyan csak f-t6l és m-tél fiiggd, hatékonyan kiszdmolhaté k(f) és ((f) pozitiv
egész szamok, hogy R feloszthato Uy, Us, . . ., Uy(y) diszjunkt halmazok unidjdra, hogy az

|f(z,y)] <m

egyenlbtlenség azon egész megolddsainak a szdama, amelyre létezik 0 # r € R szdm, amelyre
rx és ry ugyanabba az U; csoportba esik, kevesebb mint (( f).

A 4. tétel bizonyitasa:
Mivel |f(z,y)| > 0, feltehetjiik, hogy m > 0, kiilonben k(f) = ¢(f) = 1 megfelel. Legyen a
polinom gyoktényezds alakja

flz,y) =ta ylH T — ay),

ahol k, [, s nemnegativ egész szamok, k + [ + s = deg f és t[[_, a; # 0. Tudjuk, hogy a
polinom nem z* vagy ' alakd. Az | f(z,y)| < m feltétellel ekvivalens, hogy

z m
2ty [ = aiy)] < [k
=1

I. eset: deg f = s, tehat = és y sem osztja f-et
Vizsgaljuk az
deg f

m
I (@ —aw)l < il
=1
egész (x,y) megoldasait. Mivel

deg f deg f

L —aw|=TL 1o - aul,

=1



sziikségszerlien van olyan 1 < ¢ < deg f = s, amelyre

o < 1/deg f
—ayl < ()
I

Minden «;-hez készitjiik R olyan diszjunkt halmazokra osztdsét, amelyre egy halmazon beliil
csak véges sok |z — a;y| < (‘ |)1/ deg /_t kielégitd (1) egész szampdrhoz 1étezik a halmazban
1€v6 rz, ry valamely 0 # r € R esetén, majd ezutdn ezen felosztasok egyesitésébdl készitiink
a feltételeket kielégitd halmazokat. Ha a; nem val6s szdm, akkor ez |o,y| képzetes részére és
|y|-ra ad egy fels6 korlatot,

ol < ()" imta).

ami |z|-re is felsd korlatot ad, igy ekkor csak véges sok ilyen (z, y) egész szampar van, amelyre
|z — auy| < (| |)1/ deg /. Ha wy| < L egy L nemnegativ valés szdmra, akkor negativ o
esetén azonos elgjeld x és y szdmokra

2] < |z —aiy| < L

loiy| <o — oyl < L

miatt csak véges sok olyan (x,y) egész megolddsa van az |x — oyy| < L egyenlStlenségnek,
ahol xy > 0. Emiatt ha itt a valos szamokat eldjeliik szerint (pozitiv, negativ, nulla) harom
halmazba osztjuk, akkor egy halmazon beliil véges sok |z — o,y| < (‘ |)1/ dee /_t kielégitd (z,y)
egész szamparhoz 1étezik a halmazban 1év6 rx, ry r # 0 valds szamra.

Maradt azon eset, amikor «; > 0, akkor kis (|z], |y|) parokat leszamitva |z| és |y| ardnya kozel
all az «; : 1 ardnyhoz. Ugyanis legyen a; > ¢ > 0 valds szdm, ekkor |z| > (a; + €)|y| esetén
ha |x — a;y| < L egy L nemnegativ valés szdmra, akkor

L= || — |aiy| > eyl

€
||

L> _) ‘
’1’| a; + ¢ o + ¢

felsd korlatokat ad |y|-ra és |x|-re. Amikor |z| < (a;—¢)|y|, ha |t —ayy| < L egy L nemnegativ
valos szamra, akkor
L > |aiy| — [x] > ely]

L>‘ ( 2| > 2|

€
(s —€)
ad fels6 korldtokat |y|-ra és |x|-re. Mindkét esetben barmely 0 < ¢ < «; esetén véges sok
kivétellel |z — a,y| < ( )1/ deg /' egész (x,y) megolddsaira

a; — €

2| € ((a —&)lyl, (a+)yl).
Legyen
1
h = max <ai, —) > 1,

mert o; # 1. Az R a; > 0 szerinti felosztasanal kilenc részre osztunk, a 0 egy kiilon halmazba
keriil, a pozitiv €s negativ valds szdmok pedig négy-négy mdasik halmazba. A pozitiv valds
szamok alapjan készitett halmazok legyenek H,, Hy, Hs és H,.

={ucR”": [2log,(u)] =i (mod 4)}.
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az 1 < i < 4 esetben. Vagyis pl. H,-be [1,h'/?) intervallum elemei és ezek h*>™-szeresei
minden m € Z-re, Hy, H, és Hy ezek h'/?, h és h’/?-szereseit tartalmazzak. A negativ
szamokat lényegében ugyanigy osztjuk be, ha két pozitiv szam egy halmazba keriil, negativ —1-
szereseik is és viszont. Ekkor egy halmazon beliil két szam hdnyadosa nem eshet a [h'/2, h3/?]
intervallumba igy a kilenc halmaz barmelyikére csak véges sok (z,y) egész szamparra lehet
— agy| < ()Y def mellett ra és ry is a halmaz eleme r # 0 valés szamra.
Eszerlnt haa (ieg f kiilonboz6 indexti ; mindegyikére vessziik R felbontdsat és ezeket egyesitjiik
(azon valés szdmok keriilnek egy halmazba, amelyek mindegyik felbontasban egy halmazban
vannak), R-t véges sok részre osztottuk ugy, hogy egy részen beliil csak véges sok (z,y) egész
szdmpdrra létezhet olyan 1 < i < deg f és 0 # r € R, amelyre |z — ayy| < (] |)1/d6gf és rx

és ry is eleme a halmaznak. Igy egy részen beliil csak véges sok (z, y) egész szampdrra lehet
|f(z,y)] < m mellett rz és ry eleme is a halmaznak valamely 0 # r valds szdmra. Van véges
k(f), mig ¢(f) a k(f) diszjunkt U; halmazra el6fordulé szamok, rendre

H{(z,y): Z* | f(z,y)| <m, 30 #r € Rrx € Us,ry € U;}|

mindegyikénél nagyobbnak vélaszthat6. Ezzel az allitast olyan f polinomokra, amelyet x és y
sem oszt, belattuk.

IL. eset: deg f > s,de s > 0.
Ekkor az

° m
‘x’“yl [~ ozz-y)‘ <1
i=1

egyenldtlenség csak akkor teljesiilhet, ha

vagy
9 (deg f)—sm> 1/s

P

valamely 1 < ¢ < s esetén. Utobbindl minden «;-re az el6zd részhez hasonldoan kes21tJuk
R olyan felosztasat véges sok részre, ahol részenként csak véges sok (z,y) |z — azy| <

(W)l/ -t teljesitd egész szdmparra eleme rx és ry is a résznek, csak a felsd korlat
véltozott. Ha a 0 egy kiilon halmazt alkot R felosztasdban, példaul R-et két részre osztva,
lz] < % és |y| < % esetén sem lehet ennek (xz,y) egész szdmpdrra eleme rx és ry is egy
résznek r # 0-ra a (0,0) esetet kivéve, masként az egész szampar pontosan egyik szama 0.
Ezért ezen esetben a 0-t és a tobbi valds szdmot egy-egy halmazba osztjuk. A felosztdsainkat
egyesitve a kapott véges sok halmaz mindegyikére csak véges sok (x,y) egész szampdr van,

amelyre valamely 7 # 0 valés szdmra 7z és ry is a halmaz eleme, és |z| < %, |y| < 1, vagy

|z —auy| < (W)I/ $valamely 1 < i < sesetén. Mivel ezek koziil legaldbb egy sziikséges

|z — auy| < <

az | f(z,y)| < m egyenlStlenséghez, a tételt ezen esetre is bizonyitottuk.
I eset: f(z,y) = ta*y' alaki (k,1 > 0)

Ekkor
|f(z,y)] <m
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megoldasai

m

I

megoldasai. Legyen a két halmazunk a 0 és a tobbi val6s szam. r # 0 miatt az olyan (z, y) egész
megoldasok, ahol xy = 0 és rz és ry egy halmazba esik, csak a (0,0). Ezen feliil zy # 0-ra

|z*yt| <

m
2Py < —
It

alapjan

m

H7

igy csak véges sok tovabbi egész megolddsa van |f(x,y)| < m-nek, mar ez a két halmazra
osztds is elegendd a tétel allitdsdhoz. A 4. tételt bebizonyitottuk.

max(|z], |y[) <

Egy részben hasonl6 bizonyitdsi mddszerrel sikertiilt az Erdds-Turdn-tételhez és el6z0 féléves
eredményeimhez hasonléan log |.A|-ban linedris, log |.A|-t pozitiv szorzdval tartalmazd alsé
becslést adni f € Z[z, y] homogén polinomok esetén w([ [, ye 4 4, (f(a; ))) értékére. Igazdbdl
arra van sziikség, hogy a tagok szdma egynél tobb legyen, esetlegesen x- és y-hatvannyal le-
osztva a tételben tdrgyalt alakhoz juthatunk. A 4. és 5. tételek bizonyitdsainak hasonl6 étlete,
hogy amennyiben a gyoktényezds alakban az |« — «;y| alakd szdmok szorzata kicsi, valamelyik
i-re |x — oy is az.

5. Tétel. (Fiiredi E.-Gyarmati K.) Legyen f(x,y) = rpz™ + rp_ 12"y + - + roy™ € Z[z, y|
homogén kétvdltozds egész egyiitthatos polinom, melynek foka az n pozitiv egész szdm és r,,ro #
0. Ekkor létezik olyan az f-tdl fiiggd hatékonyan kiszamolhaté c(f) > 0 konstans, amelyre ha
A pozitiv egész szamok véges halmaza amelyre | A| > c(f)(2n + 1)* + 1, akkor

o TI (flab)) = k+1.

a,beA,a#b
A bizonyitds a halmaz sziikitésével kezdédik és a grafelméleti tételek hasznélataval végzodik.
Az 5. tétel bizonyitasa:

FeltehetS, hogy f(1,1) # 0 tehdt x —y { f(z,y), kiilénben [], , 4 ., (f(a,b))-t osztjdk a

. A
legkisebb primek, |—|-s nagysagrendben.
log | Al
Egy p prim szokdsos, ha p t r,rof(1, 1), mig egy p prim kiilonleges, ha p | r,rof(1,1). Véges
sok kivétellel a primszdmok szokdsosak. A terviink [ [, ,c 4 ... (f(a, b)) szokdsos primosztéinak
a b

Inko(a,b)’ Inko(a, b)
primosztdinak szamdval (ez kozos vonds az ErdSs-Turdn-tétel bizonyitdsaval). Jeldlje v,(m)
barmely m # 0 egész szamra és p primszamra p kitevGjét m primtényezSs felbontdsdban.

szdmdt megbecsiilni az 6t €nyezdnként 0szt6 [ ], e 4 4 (f( )) szokdsos

Barmely p szokdsos primszdmraha a, b € Z mellett p | f( lnkoc(La, b)" Inko(a,0) ), akkor v, (a) =
vp(b) és a( ) = 0 (mod p), mindkettd a szokdsossdg kovetkezménye p { r,7rg és p 1
prela pr



a b )
Inko(a, b)’ Inko(a, b)

) =0 (mod p), ugyanazon mod p nem-

f(1,1) miatt. Adott a és b mellett v,(a) = v,(b) esetén f(
a b a b
pr(@) pupld ) = £
lnko(a, b)
pve vp(a)

=0 (mod p)

pontosan akkor, ha f(—— @ @
prr(@)’ prela

nulla szammal, ( ) -nel osztddik a polinomot 0sszegként felirva minden tag. Emiatt

b
adott a pozitiv egész szam mellett f ( lnkoc(I D) nko( b)) = 0 (mod p) elkeriiléséhez az
a? a?
b

olyan b-ket kell elkeriilni, amelyekre v,(b) = v,(a) és f <%, T) = 0 (mod p), itt
vpla)” pp(a

mod p (redukalt) maradékosztalya 1y #Z 0 (mod p) miatt a fokszamtételbdl legfeljebb
b a
Inko(a, b)’ Inko(a, b)

b
is kizdrjuk, az olyan b-ket kell elkeriilni, amelyekre v,(b) = v,(a) és f ( @ _a( )) =0
vp(a pvp a

b
Y pop(b)

deg f = n-féle lehet. Ha adott a pozitiv egész szamra f( ) =0 (mod p)-t

(mod p), itt mod p (redukdlt) maradékosztilya r, % 0 (mod p) miatt legfeljebb a

e ()
fokszamtételbdl legfeljebb deg f = n-féle lehet. Mar lattuk, hogy ez utébbi mod p redukalt

maradékosztalyok az a-étdl, -t6l eltérnek. Emiatt minden a pozitiv egész szamra mod p

a
p”p (a)

b
2n darab masik redukalt maradékosztalyt kell elkeriilnie a tobbi b elemre ——~ — -nek, ez a mod
p p

p redukdlt maradékosztalyok szerint legfeljebb 2n + 1 halmazra szétosztassal kezelhetd.

Igy ha van egy H halmazunk pozitiv egész szimokbdl, barmely p szokédsos primszamra 1étezik
| H|
2n+1

a b
pi H (f(lnko(a,b)’lnko(a,b)))'

a,be Hy,a#b

olyan H; C H, amelyre |H;| > és

Ha adott egy p kiilonleges prim és pozitiv egész szamok egy véges J halmaza, akkor J minden
x elemét irjuk fel p»@u(z) alakban, ahol p { u(z) egész szdm. Az elemeket csoportositsuk
v,(7) modulo max(v,(r,), v,(re)) + 1 maradékosztalya és u(z) modulo p*»f:V) (redukalt)
maradékosztalya szerint. x,y € J pontosan akkor keriil a csoportositisban ugyanoda, ha

vp(x) = vp(y)  (mod (max(vy(ry), vy(re)) + 1))

u(x) = u(y) (mod prr¢EIFL),

Ilyen médon nem t6bb mint p»(mmof(L1)+2 r&szbe particiondltuk J-t. Ugyanezt az 6sszes p
kiilonleges primre elvégezve azon szdmokat egy-egy halmazba téve, ahol minden prim szerinti
particiondldsban ugyanoda keriiltek a szdmok, nem tobb mint

H pvp(rnrof(l AN+2 < (rarof(1, 1))
p‘TnTof(l,l)

részbe particiondljuk J-t. A particiondldsban kapott (egyik) legnagyobb halmaz legyen .Jy,

1
hl 2 G



b
Vizsgaljuk meg, hogy a,b € Jy,a # b esetén mi lehet v, (f<lnkoc(ba, b}’ Inko(a, b)>> Ha
v,(a) = v,(b), akkor mivel u(a) = u(b) (mod p»(fLI+1),

a

0 q poe(f D+
Inko(a,b) — Inko(a, b) 70 (modp )

12y
a

: = (=2 Y vp(f(1,1)
! <lnko<a,b>’lnko<a,b>>—f“’” <lnk0(a,b)) (mod pr/ADH),

b a b

et por(F(L1) ( @ > de pre(FALD)+1 ( > Vagvi
cHEmP '/ Inko(a, b) " Inko(a, b)/’ ©r r Inko(a, b) " Inko(a, b) ey
ekkor

( (et 7)) =
Up Inko(a, b)’ lnko
. b

Ha v,(a) > v,(b), akkor v,(a) > v,(b) + v, (ro) és <lnko ™ ) <W> +0,(ro),

,

igy | |
(o) ) <o (o) (o))

minden 0 < ¢ < n egész szamra. Emiatt

Up (f<lnkoc(ba, b)’ lnkol()a, b))) — (TO (ﬁ)n) = p(ro);

mert J(L
b Inko(a, b)

a
Végiil ha v,(a) < v,(b), akkor v,(b) > v,(a) + v,(r,) kovetkezményeként

( (ot ogersy) =

v = vp(Tn

P\" \Inko(a, b) " Inko(a, b) P

adddik. Ezzel belattuk, hogy barmely p kiilonleges primszamra barmely a, b € Jy, a # b esetén

a b ‘ Ak .
Up (f(lnko(a, D)’ Tnkola, b)>> av,(f(1,1)), vy(re) és vy(ry,) értékek valamelyike.

Legyen pozitiv egész szamok (a tétel allitasaban szerepl$) véges halmaza A és erre alkalmaz-

Al
(rrof(1,1))?

b
és barmely p kiilonleges primszdmra, a,b € Ay, a # b esetén v, ( f ( = kOCZ b)" Inko(a. D) )) a
a? a?
up(f(1,1)), vp(ro) €s vp(ry) értékek valamelyike. Tudjuk, hogy [, ye 4 4 (f(a; b)) primosztdinak

b
részhalmaza Ha’be Ao.artb ( f < lnkoo(La, D)’ Inko(a, b)>> szokdsos primosztoinak halmaza. Le-

gyenek utébbiak q1, ¢, . . ., gs. EKkor a szokdsos primosztokra bizonyitott eredménybdl 1éteznek

—|AO| és
(2n+ 1)

. . . a b
aq, Qo ..., q; primek egyike sem osztja a HaﬂbeAha# <f(1nko(a b)’ Inkola b))) szorza-

tot. Mindig az el6z6 halmazbdl képeziink ujat a g; primszamra tekintettel, A;_;-et legfeljebb

zuk a J-re leirt 1épéseket, igy kapunk egy Ay C A halmazt, amelyre |Ay| >

olyan A, C A, 1 C A, o C --- C Ay C Ay halmazok, amelyekre | A;| >
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2n + 1 kiilonb6z6 halmazba particiondlva valasztjuk az egyik legnagyobbat 4;-nek. Ekkor az

b
utolsoként kapott A halmazra [, ye 4. 1z ( f <lnkoc(La b}’ Inko(a.0)
kiilonleges primek koziil keriil ki. Ha az ilyen .As-kén{ elképzelhétéi pozitiv egész szamokbdl
L a b
allé B halmazra, amelyre Hmbe&a#b <f<1nko(a b}’ nko(a, D)

a b
Inko(a, b) Inko(a, b)
felbontdsaban v,(r,,), v,(ro) vagy v,(f(1,1)), igy legfeljebb 2 - 3=(mrof(LV)_fé]e lehet, létezik
véges K felsd korlat |B|-re, készen vagyunk, mert ekkor

)) 0sszes primosztdja a

)) 0sszes primosztoja kiilonle-

ges, sOt, barmely ilyen p prim kitevGje az f (

K©2n+ 1) (rprof(1,1))2 + 1

méretli A halmazra a szokdsos primosztok szdma legaldbb s+1, amib6l ¢(f) = K (r,r0f(1,1))?
megfelel.

Bebizonyitjuk, hogy 1étezik olyan f-t6l fiiggd K pozitiv egész szam, amelyre nincs K -nal na-
a b
Inko(a, b)’ Inko(a, b)
kiilonleges, r,,70 f (1, 1)-et is osztja, és minden p kiilonleges primszamra barmely a,b € B,a # b

a
Inko(a, b)’ Inko(a, b)
fel f-et egész egyiitthatos irreducibilis polinomok szorzataként ezek homogén kétvaltozos po-

42 2 2

gyobb méretli B halmaz, melynek Hmbe&a 2b ( f ( >> 0sszes primosztoja

esetén az szamban p Kitevoje v, (71, ), v,(7rg) vagy v , . Irju
inaz f ( ) szdmban p Kitevdije v,(r,), v,(ro) vagy v,(f(1,1)). frjuk

Ha az f-etegész egyiitthatds irreducibilis polinomok szorzataként felirva kapott tényezdk kozott
1étezik els6foki, akkor az Az + By alaki, ahol A, B € Z és A, B és 0 harom kiilonb6z6 szam.
Itt

Az + By | f( Y >
Inko(z, y) lnko(x, y)  Inko(x,y)
minden z,y € B,z # y esetén. Tudjuk, hogy S 06— S 0.HaAéB
Inko(x, y) lnko(x Y)
elGjele megegyezik, barmely d | r,rof(1,1) eseten Ak + Bl = d csak véges sok k > 0,1 > 0
Y

egész szamparra lehetséges, ekkor az ) szampar 0sszességében véges

lnko(x, y)’ Inko(x,y)
sokféle lehet, z,y € B,z # y esetén, |B|-re az 1-gyel nagyobb pozitiv egész szam fels6 korlat.
Ha A és B elgjele eltér, ekkor barmely d | r,rof(1,1) esetén Ax + By = d-nek véges sok

olyan megolddsa van, ahol
x B2/3 | B4/3 B2/3 B 4/3
y = [l (o () mes (1))
B1| > ¢, akkor

nagy z,y-okra Az ~ —By. Barmely € > 0-ra ha (y # 0 mellett) |[%| — | 7|

|d = |Az + By| > ||Az| — |By|| > ¢[Ay],

igy |y|-ra véges fels6 korlat adédik, ami végessé teszi a megolddsok szamét. Tudjuk, hogy

B
‘Z‘ # 1,mertx—y 1t f(x,y). Legyen M az Ax+ By | r,rof(1, 1) olyan egész megoldasainak

ol (|5 Al )

szama, ahol
B2/3

pma (|5

‘4/3

8

) helyettesitési érték primtényezds



Ha tekintjiik a B halmaz elemeinek x; < xp < --- < x5 sorrendjét, akkor nincs olyan 1 < i; <

Tiy | %4y Tiy | . < . (\B 2/3 |B 4/3> <‘B 2/3 | B 4/3>)
— | —lisa ( min ( |— — max ( |— -
Tip | 124 Tig Al TTA ’ Al 1A
intervallum eleme. Emiatt barmely (z;,,;,,2;,) triéra van koztikk olyan z,,x, par (u <
Ty Ly

7

iy < i3 < |B|tri6, ahol és

b

v), amelyre < az M megoldds valamelyike. Ha készitiink egy

Inko(z,, x,) " Inko(zy, )
gréfot ahol a B halmaz elemei a csicsok és az z;, x; csicsok kozt (¢ < j) akkor megy €I,
xT; €

e
a lnko(a:z-, Ij) ’ 11’11(0(1‘1', $j)

) az M megoldas valamelyike, mivel a komplementerben nincs

Bl /|B B
haromszog, a Turan-tétellel az élek szama legalabb % (% — 1> , van legalabb (% — 1) -foku
csucs, de minden csucs foka legfeljebb 2M (nem 1étezhet M -nél tobb nagyobb vagy M -nél tobb
kisebb indexd, vele szomszédos csucs), igy |B| < 4M + 2. Ezzel belattuk, hogy |B|-re ekkor
1étezik véges felsd korlat.

Felirva az f polinomot irreducibilis egész egyiitthatés polinomok szorzataként, a(z egyik) leg-
kisebb fokd nem konstans tényezd legyen a t-edfokd hy(z,y), ahol 0 < t < n. Nézziik azon

megmaradt esetet, amikor ¢ > 2. Barmely x,y € Z esetén hy(x,y) | r,rof(1,1). Ekkor

(x — ay)(x — agy) ... (z — auy)

alakban felirhat6 a hy (z,y)-t 2* egyiitthat6javal leosztva ad6dé polinom, ahol ay, g, . .., ay €
C, ay, ag, ..., o kilonbozdek és (r—ay1y)(z—aqy) . .. (x—ayy) abban az esetben, ha hy (z, y) |

rorof (1, 1), véges sokféle nemnulla raciondlis szam lehet. Barmely ilyen dj lehetséges értékre
van olyan i € {1,2,...,t}, amelyre |v — ayy| < \/|do|. Ha valamelyik o; nem valés szdm,
akkor |z — a;y| < v/|dy| esetén a képzetes rész abszolitértékére fenndlld |Im(ayy)| < v/do
fels6 becslésbdl y-ra véges sok eset és Osszesen is véges sok eset adodik, adott y mellett (z —
a1y)(z — agy) ... (x — aqy) = dy legfeljebb ¢ darab z-re lehet. Ekkor az (x,y) pozitiv egész
szampdrok szdma Osszesen is véges sokféle lehet h(x,y) | r,rof(1, 1) esetén, készen vagyunk
(mert adott x; € B mellett mds z; € B szamokra (lnko(l;ii,xj)’ mkogﬂj)) és vele x; is véges
sokféle lehet).

Ha az Gsszes «; valés szam, az irreducibilitds miatt |o;| # 1 barmely ¢ € {1,2,...,t} esetén.
Véges sok, m; eset kivételével |z — a;y| < /|dy| esetén

4/3 ) )

T T . 4/3
—:’—‘€<m1n( ),max(
) Y

ahogy az els6foku tényez6r6l sz6l6 el6z6 esetben is lattuk. A B halmaz elemei legyenek
Ty < @9 < --- < x)8. Készitiink egy grafot, ahol a csticsok B elemeit jelképezik, emellett
t kiilonb6z0 szinnel kiszinezziik az éleit. I < J esetén x; és x;y kozt ¢. szin(i él van, ha

2/3

Y

2/3

Q; Q; Q s | O

L_@.L‘<<’( L1 —a A
Inko(z;,z;)  'Inko(z;,z,)| = \I'Inko(z7,z;) ' Inko(z,z))

"

és az 1 alegkisebb ilyen sorszdm. Ha van akarmilyen nagy véges 3 halmaz, akkor van akarmilyen
nagy egyszind részgraf is a hozza készitett grafban a t szinnel szinezett grafokra vonatkozé
Ramsey-tételbdl. Feltehetjiik, hogy ez a részgraf az 1. szinnel van szinezve. Vagyis ekkor
barmely [ pozitiv egész szamra vannak olyan z;, < x;, < --- < x;, pozitiv egész szdmok ahol

lnko(x[, IJ) B OQInko(x;, ZEJ) >m(11'1k0(.%'[, ZL‘J) B atlnkO(ZE[, IJ)



barmely j; < jo, j1,J2 € {i1,19,...,7 } indexekre

’ L1 — o L ‘ < (‘( L1 o L
Inko(xj,, z;,) Inko(x;, , z,) Inko(z;,, xj,) Inko(z;,, xj,)
( Tj, ~ T, Zj, ~ xj, )D l/t‘
Inko(z;,, z;,) Inko(z;,, z;,) Inko(z;,, z;,) Inko(z;,, z,)

Az (z,y) egész szampdrokra ahol

|z — ary| < +/|do

(z — ay)(z — agy)...(x — auy) = do,

my eset kivételével

x 2/3 4/3 2/3 4/3

‘—’E((min(al , lag ),max(()q , o ))

Y
Ugyanakkor nem lehet olyan (z;, 2z, xx) harmas az z;, < x;,, < --- < x;, pozitiv egész

imokra, ahol ez fenndll (z, y) < il it ) (z,y) ( il K )
Szamo ) P - 9 ’ ) - )
y lnkO([E[,l'J) hlkO(l’],ZL’J) y hlkO(ZE[,l'K) IHKO(JTI,ZL‘K)

és (z,y) = < ko (ii o) ko (Zj IL‘K)> esetén is. Ebbdl az elsGfokd esethez hasonléan a
Turdn-tételt alkalmazva megkapjuk, hogy [ < 2m, + 2, hiszen ha grafot készitiink z;, , z;,, . . ., 7,

csucsokkal, ahol két csicsot (x, i, utébbi a nagyobb szdmhoz tartozé) kozt akkor megy él, ha
x 2/3 4/3 2/3 4/3
51 # (Cmin o] ™ fou 7, mase (foa ™ fou ).
Y

I(l—2 l
( 1 >, van legaldbb 5~ 1 foku csucs, de minden fok legfeljebb 2m; .

Igy I nem lehet akdrmilyen nagy pozitiv egész szam. Ezzel készen vagyunk azon esetre is,
amikor f(z,y)-t nem osztja egész egyiitthatds elséfoku polinom.

az élek szdma legalabb

A bizonyités alapjan c(f) hatékonyan kiszdmolhaté. Ebbdl a tétel dllitdsa kovetkezik. Az 5.
tételt bebizonyitottuk. Wl
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