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1. Bevezetés

Az el6z6 kutatomunkamban [1] az izometria invarians, folytonos érté-
kelésekkel foglalkoztam. Ezeket Hadwiger karakterizalta [2] 1960 koriil,
ezutan a figyelem més csoporthatésok felé fordult. Ebben a dolgozat-
ban az SL(n) és eltolas (azaz SA(n), specialis affin csoport) invarians
és ekvivarians értékelésekkel fogok foglalkozni. Ezekre gytjtok Ossze a
Hadwigeréhez hasonl6 karakterizacios tételeket. A kutatomunkamban
leginkdbb Monika Ludwig eredményeit hasznalom fel [3].

1.1. Definicié (Ertékelés). Legyen € (R") az R™-beli kompakt, konvex
halmazok tere. f: € (R™) — R értékelés, ha VA, B € € (R")-re igaz,
hogy, amennyiben AU B € ¥ (R™), akkor f(AU B) = f(A) + f(B) —
f(AN B). Az értékelés képhalmaza lehet R™ s6t barmilyen félcsoport
(ha nincs kivonas definialva, akkor a masik oldalhoz adjuk hozza a
metszet értékét).

1.2. Definici6 (Hausdorff-metrika). Adott K, L C € (R") és K., illetve
L, ezek r sugaru parallel tartomanyai, azaz K, a K-tol legfeljebb r > 0
tavolsagra 1évé pontok halmaza. Ekkor dy(K,L) = inf{r > 0|K C
L. NL C K,}. Ez metrika és (¢ (R");dy) teljes metrikus tér. A
folytonossagot és a kompakt, konvex halmazok konvergenciajat mindig
ebben a metrikdban értjiik.

Ha i =0,...,n ¢s K € €(R"), akkor V;(K) az ugynevezett i-dik
bels6 térfogat, ahol V,,(K) a K térfogata (Lebesgue mértéke), V,,_1(K)
a K felszinének a fele, és Vo(K) = 1.

1.3. Tétel (Hadwiger-tétel). /7]
Adott f : €(R™) — R figguény, melyre f(0) = 0, és teljesiti az
alabbiakat

1. f értékelés, azaz, ha A, B,AU B € €(R"), akkor
f(AUB) = f(A) + f(B) — f(AN B);
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2. f folytonos a Hausdorff-metrika szerint;
3. f egybevdgdsdg invarians;

Ekkor f elddll belsd térfogatok linedris kombindciojaként, tehdt léteznek
olyan Yo, . .., Yn € R wvalos szamok, hogy

fK) = Z%VQ(K)-
Hadwiger 1957 koriili eredményébdl kovetkezik példaul Blaschke ko-

rabbi tétetele az 1920-as évekbdl:

1.4. Tétel. Adott f: €(R") — R folytonos értékelés, ami invaridns
SA(n)-re. Ekkor f a térfogat konstansszorosa.

2. Affin felszin

R™ részhalmazain értelmezhet az agynevezett (n — 1)-dimenzios Ha-
usdorff mérték, mely (n — 1)-dimenziés kompakt konvex halmazokra
megegyezik az (n — 1)-dimenzios Lebesgue mértékkel. Ha K € €(R")
és intK # 0, azaz dim(K) = n, akkor OK-n mindig ez az (n — 1)-
dimenzi6és Hausdorff mérték szerint integralunk.

2.1. Definicio6 (Affin felszin). [3] Adott K € €(R"). HadimK < n—1,
akkor Q(K) =0, és ha intK # (), azaz dimK = n, akkor

Q(K) = /8 ) (K, z)"dz,

ahol k(K,x) a Gauss-gorbiilet, mely az (n — 1)-dimenziés Hausdorff
mérték szerint majdnem minden z € 9K-re értelmezett.
2.2. Tétel. Q(K)-ra teljesilnek az alabbiak:

1. Q(K) értékelés;

2. Q(K) SA(n)-invaridns, azaz Q(SK +b) = Q(K) VS € SL(n),
beR"

5. Q(K) feliilrdl félig folytonos, azaz Q(K) < limsup Q(K;)
ha K, — K o



A kovetkez§ tétel a Hadwiger-tétel megfelelGje S A(n)-invarians, fe-
lillrsl félig folytonos értékelésekre.

2.3. Tétel (Ludwig-Reitzner). Adott f: € (R") — R feliilrdl félig foly-
tonos, SA(n)-invaridns értékelés, akkor 3co,cy,co € Ry co >0

f(K) =+ Clvn(K) + CQQ(K)
Ahol V,, a térfogat.

2.4. Definicié. Legyen %' C ¥ (R") azon kompakt, konvex halmazok
tere, amik a belsejiikben tartalmazzak az origot.

2.5. Definicié (Centro-affin felszin). Ha K € %', akkor K centro-affin
felszine az alédbbi integral

() = /a K%d

,vi(r)) 2

ahol v(x) az x-beli, kifelé mutatd egység normélis vektor, mely az
(n — 1)-dimenzioés Hausdorff mérték szerint majdnem minden z € 0K-
re értelmezett.

A centro-affin felszin értékelés, feliilr6l félig folytonos és GL(n)-
invarians (viszont az eltolasra nem invarians, mar csak azért sem, mert
csak az origot a belsejiikben tartalmazé konvex alakzatokra van defini-
alva)

2.6. Tétel. Adott f: 65 — R Feliilrdl félig folytonos, G L(n)-invaridns
értékelés, akkor dcy,c1 € R,cq > 0

FK) = coVu(K) + 19 (K).

A ha fenti tételben a GL(n)-t SL(n)-re cseréljiik, arra az esetre
is vannak hasonl6 karakterizacios tételek, amikben az affin felszin to-
vabbi altalanositésai jelennek meg. A centro-affin felszint a sikon el6-
szor Trzitzéical3| vizsgalta 1908-ban. Blaschke foglalkozott komolyab-
ban konvex, €?-hatari testek affin- és centro-affin felszinével R2- és
R3-ben[4]. O allapitotta meg ezek invariancidjat a megfelels csoport-
hatasokra, illetve bebizonyitott bizonyos izoperimetrikus egyenlGtlen-
ségeket ezekre.



2.7. Tétel (izoperimetrikus egyenlStlenségek). Fix térfogati (origot a
belsejében tartalmazo) konvex halmazok kézil az ellipszoidnak a legna-
gyobb (centro-) affin felszine.

Ezeket az eredményeket Santalo[7] altalanositotta tetszdleges di-
menzidkra. Végiil Dolzmann és Hug [0] terjesztette ki ezeket €*-
hatariakrol tetszoleges konvex testekre és bebizonyitotta a feliilrsl félig
folytonossagot.

3. Vektor értéki értékelések

Az alabbiakban @ (R") — R" értékeléseket néziink. [5|

3.1. Definicié (ekvivariancia/kovariancia). Adott f: € (R") — R" és
G csoport, ami hat R"-en. Ekkor f G-ekvivarians (mas szoval kovari-

ans), ha V¢ € G és VK € € (R"), f(¢(K)) = ¢(f(K))

Példaul a koréirt- és beirt gomb koézéppontja (mint €(R™) — R”
fiiggvény) ekvivaridans O(n)-re és az eltolasokra, mig a sulypont ekvi-
varians GL(n)-re és az eltolasokra. Mert "egylitt mozog" a testtel, de
ezek egyike sem értékelés.

3.2. Definicié (Momentum vektor). Adott K € 6",
ekkor m: €5 — R" K momentum vektora az aldbbi médon definialt

integral
m(K) = / xdx
K

Ez egy vektor értékid értékelés. Ezt a térfogattal normélva megkap-
juk a silypontot. A momentum vektor ekvivarians SL(n)-re nézve, de
nem ekvivarians G L(n)-re vagy az eltolasokra nézve.

3.3. Tétel. Adott u: €7 — R™,n > 3 folytonos, SL(n)-ekvivaridns
értékelés akkor dc € R
u(K) = em(K)

Ha csak a konvex, politopokra nézziik, akkor minden mérhetd értékelésre
teljesiil ez, nemcsak a folytonosakra.

Megjegyzés: Itt a K-t6l fiiggetlen konstans szerepel, a térfogat nem
az, tehat a sulypont azért nem értékelés.
Az n = 2 esetben egy tovabbi definiciéra van sziikség.
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3.4. Definicié (polar test). Adott K € 6 ekkor
K*={zxeR": (z;y) <1Vy € K} € 65

3.5. Tétel. Adott u: €2 — R? folytonos, SL(2)-ekvivaridns értékelés
akkor dci,co € R

p(K) = cvm(K) + eapzm(K°)

™

Ahol pz az origd korili, pozitiv irdnyi forgatds, 5 szdggel.
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