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A matematikaban, illetve a statisztikus fizikdban fontos szerepet jatszanak a grafok és parositasaik.
Ezt a statisztikus fizikdban monomer-dimer rendszernek nevezik, és gyakran részecskék kapcsolatait
modellezik segitségiikkel.

1 Teljes parositasok szdmolasa

Kestelyn, illetve téle fliggetleniil Temperley és Lieb is adott egy algoritmus, ami sikgrafok esetén
gyorsan szamolja a teljes parositasokat. Ehhez a grafnak még parosnak sem kell lennie, miikédik
akkor is, ha vannak pératlan korok. En a félév soran Kastelyn eredményét [I] olvastam. Ez a
bizonyitas algebrai, matrixok és generatorfiiggvények tulajdonsigait hasznalja. A moédszer a ferdén
szimmetrikus matrixok illetve a pfaffian kapcsolatan alapul.

Definicié 1.1. Az A mdtriz ferdén szimmetrikus (skew-symmetric), ha AT = A.

Amennyiben A pératlanxpératlan dimenzios, akkor det(A4) = det(A”) = det(—A) = —det(A),
azaz det(A) = 0. Ha A 2n x 2n mérett, akkor a determinans lehet nem trivialis. Am ekkor is van
szép tulajdonsagokkal bir. Ehhez sziikségiink van a Pfaffian definici¢jara.

Definicié 1.2. FEqy A ferdén szimmetrikus mditriz Pfaffianja:
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Tétel 1.3 (Cayley(1849)). Amennyiben A egy 2n x 2n méreti ferdén szimmetrikus mdtriz, akkor

det(A) = pflA).

Ez a tétel nem csak azért hasznos nekiink, mert tudunk gyokot vonni a determinansboél, hanem mert
a Pfaffian kapcsolatot teremt a teljes parositasok és a determinans kézott: Pfaffian definiciojaban a
szorzatban teljes parositasok szerepelnek.

Kastelyn algoritmusa ezeket az Osszefliggéseket haszndlta ki. Vegyiink egy G sikgrafot, ami méar
sikba van rajzolva. Elgszor ezt fogjuk megirdnyitani az aldbbi médon: minden kor, ami egy korlatos
Osszefiigg@ségl tartomany hatara, paratlan sok pozitiv irdnyitasa élt tartalmazzon. Legyen ennek
az adjacencia matrixa C. Most pedig nézzitkk a B = C — CT matrixot. Ez a matrix majdnem a
G graf adjacenciamatrixa (A), csupan a;; vagy aj; kozill az egyik negativ eljellel szerepel. Ekkor
Kastelyn belatta az alabbi tételt:

Tétel 1.4. \/det(B) = |pf(B)| éppen a tleljes pdrositisok szdma.
Ilyen iranyitast pedig nem nehéz csindlni, a minden tartomény hatirat egymés utan jol irdnyitjuk

meg. Kozben arra figyeliink, hogy egy eddig meg nem irdnyitott tartomanyt ne vegyiink korbe:
csupan bentrdl kiviilre haladunk a tartomanyokon.
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2 Paros sikgrafok

Amennyiben tudjuk, hogy a G grafunk paros, akkor nem is kell az iranyitassal torédniink. Vegyiik
a két szinosztalyat: a1, ao, ...a, illetve by, bo, ..., b,. Ekkor a graf incidenciamatrixa egész egyszertien
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néz ki: A = <BT 0>. Ekkor
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Ez akkor adna vissza a teljes parositasok szamat, ha minden tag ugyanolyan el&jellel szerepelne.
Tehat ekkor a parositasok szamat gyorsan ki tudnédnk szamolni, csak egy determinans kell kisza-
molni. Ez el6nydsebb, mint Kastelyn konstrukci6ja, itt nem kell gyokot vonni. Azaz az élekre
szeretnénk +1 stlyokat (vagy akar komplex egységgyokoket rakni) ugy, hogy a determinénsban
minden nem nulla tag azonos elgjelii legyen. Es ez megtehetd, az alabbi modon: megnézziik egy
korlatos Osszefliggfségi tartomany hatérat: amennyiben 4k éle van, akkor paratlan sok, ha 4k + 2
van, akkor pedig paros darab —1-et van rajta. Ekkor minden nem nulla tagnak azonos elGjele van
a determindnsban. Ez valéjaban Kastelyn fenti eredménye, kicsit atfogalmazva paros grafokra.

Ezekre az eredményekre épitve Kenyon szép végtelen grafok parositasaival foglalkozott [2]. Pon-
tosabban négyzetraccsal és a hatszograccsal, de eredményeit a hatszégracsra mondta ki, mivel itt a
teljes parositasok éppen a B determinansénak értéke, mivel minden tartomany egy hatszog.

Kenyon ebben a cikkben a végtelen hatszogracs eltolasinvarians folytonos véletlen péarositasaival
foglalkozott. Eltolasinvaridns abban az értelemben, hogy a valészintségi mérték eltolasinvarians.
Folytonos, azaz egy adott parositas mértéke 0. Ilyen mértéket 1étrehozni se egyszerd.

3 Meérték létrehozasra

Az els§ otlet az lehetne, hogy vegyiik az orig6 egyre nagyobb kornyzeteit (U,), minden G,-nen
csindljunk egy veéletlen parositast, (mondjuk egyenletesen valasztunk egy teljes parositést), ez legyen
M,,. Es ezen M, -ek valamilyen értelemben vett hatarértéke jo lesz. Sajnos ezzel egy probléma van:
Gy, hataran furan viselkednek a parositasok, és ez nagyon be tudja zavarni véletlen valasztast. Ezért
egy kicsit mas megkozelités kell.

A javitas az, hogy mashogyan kell venni a Gp-eket: eldszor is egy szép kornyezetét vesszilk az
origonak, ahogyan abra is mutatja. Majd a szemkozti éleket, példaul a két piros él, egy éllé huzzuk
Ossze.

Ekkor sajnos G, nem lesz sikgraf, mivel a T?-re rajzoltuk ra. Am ezzel probléma konnyedén
1
javithato: a péarositasok szama nem egy determinans, hanem 5(— det(B1) + det(Bz) + det(Bs) +

det(By)), ahol B; annyiban kiilonbozik B-t6l, hogy némelyik uj él (amik tévoli csticsokat kotnek
Ossze), —1-es eldjelet kap.
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Forras: https://www.geogebra.org/m/uzHEkdej

A meértéket pedig a cilinderhalmazok segitségével adjuk meg: adott E’ véges élhalmaza G-nak, ekkor
P(E’ benne van a véletlen parositasban G-nek) =

lim P(E’ benne van a véletlen parositdsban G,,-nek).

n—oo
(Ez nem az 6ssze cilinderhalmaz, ott véges sok élr6l megmondhatjuk, hogy benne, véges sokrol
pedig azt hogy nincs. De ez nem baj, mivel ezek elérhetek szita-formulaval.) Ez igy megad egy
valoszintiségi mértéket egy olyan téren, aminek pontjai: {0,1}¥, a szigma-algebra ezen a Borelek.
(Ez a tér homeomorf a Cantor-halmazzal, és annak a nyilt zart bazis valojaban a cilinderhalmazok
a péarositasok terében). Ez a definici6 pedig a gyenge konvergencia: legyen M, a G, véletlen
parositasa. Ekkor M,, — M, és mi ezt az M-et hivjuk a véletlen parositasnak.

Legyen Upr az az esemény, hogy E C M. Ezen P(Ug) értékeket értette Kenyon meg jobban. Azt
bizonyitotta be, hogy ez valojaban |E’| x |E’'| méret determinans. Legyen E' = {ej,ea, ..., ek}, ahol
e; = (a;,b;), ahol A az egyik szinosztaly, B pedig a masik.

Tétel 3.1 (Kenyon). Legyen B az a mdtriz, aminek (i,j) eleme P(a; — bj). Ekkor
P(El C M) = det(BE/).

Itt valojaban P(a; — bj) egy paraméteres integral, ezt hivjuk a parosodasi fiiggvénynek (coupling
function). Ennek az az érdekes tulajdonséga van, hogy benne van Q + g@-ban. Ennek kozvetlen
eredménye, hogy ezen valészintiségek értéke benne van Q[?]—ban.
Maésik fontos eredmény, ami kijon ebbél a felirasbol, hogy ha két E’', E” élhalmaz messze van
egymastol, Ug:, Ugr pedig a hozzajuk tartozo cilinderesemény, v pedig egy periddusa a G grafnak,
akkor

P(Upr N Uy ) = P(Up )P(Ugn) + O([v|72).
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Azaz nem precizen szolva: tavoli parositasok nem befolyédsoljak egymast, majdnem fiiggetlenek
egymastol.

4 Altalanosabb eset

Ennek a cikknek megjelent egy folytatasa is, amit Kenyon, Okounkov, Sheffield irtak [3]. Ez a
fenti allitasokat probalja Altaldanositani. Olyan végtelen paros sikgrafokkal foglalkoznak, amik el-
tolasinvariansak a Z? csoportra. Itt hasonlé tételeket bizonyitanak, mint Kenyon eredeti cikkében,
altalanosabb grafokban.
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