Nagell-Lutz-tétel

Sz6ri Vajk

1. Bevezetés

A Nagell-Lutz-tétel azt allitja, hogy ha E/Q egy elliptikus gorbe akkor a
nem nulla torzié pontjainak egész koordinatéai vannak, és vagy 2 a rendjiik,
vagy az y koordinatajuk négyzete osztja a gorbe diszkriminansat.

Ez a tétel megkonnyiti a gorbe torzidé pontjainak megtalélasat. Ugyanakkor
a tétel megforditasa nem igaz. Tehéat a tétel megadja az Osszes lehetséges
véges rendt pontot, de ahoz hogy biztos legyiink egy pont rendjének végessé-
gében talalnunk kell egy n-t, hogy nP = 0. De a tételt lehet arra is hasznalni
hogy bebizonyosodjuk arrél hogy egy pont nem véges rendd. Szamitsuk ki
P 2P 4P, ... x-koordinatajat amig egyszer nem egész szamot kapunk.

Az allitasok és tételek bizonyitasai megtalalhatoak [I]-ben. Elliptikus gor-
békkel és formalis csoportokkal kapcsolatos alap allitasok megtalédlhatoak az
el6z6 egyéni kutatomunkamban.



2. Formalis csoportokkal kapcsolatos allitasok

2.1. Definicié. Egy invarians differencial az F/R formalis csoporton egy
differencial forma

w(T) = P(T)dT € R|[[T]]dt
amire teljesiil
wo F(T,5) =w(T).
Kiirva w(T") = P(T)dT egy invarians differencial, ha teljesiil ra
P(F(T, 9))Fx(T,S) = P(T),

ahol Fx(X,Y) F els6 valtozo szerinti parcidlis derivaltja. Egy invarians
differencial normalt, ha P(0) = 0.

2.2. Allitas. Legyen F/R egy formdlis csoport. Egyértelmiien létezik egy
normdlt invaridns differencidl F'/R-en. Ezt meghatdrozza az aldbbi formula:

w= Fx(0,T7)dT.
Minden invaridns differnecidl aw alaki F/R-en valamilyen a € R-re.

2.3. Kovetkezmeény. Legyen F/R és G/R két formadlis csoport amelyek nor-
malt invaridns differencidljai wp és wg. Legyen f: F — G egy homomorfiz-
mus. Ekkor

we o f = f'(O)wp.

2.4. Kovetkezmény. Legyen F/R egy formdlis csoport és legyen p € Z egy
prim. Ekkor léteznek f(T),g(T) € R[[T]] hatvdnysorok hogy f(0) = ¢g(0) =0

és teljesiil az alabbi:

PI(T) = pf(T) +g(T7).

2.5. Tétel. Legyen R eqy DVR ami teljes a mazximalis idedlydara, M -re, nézve,
legyen p = char(R/M), és legyen v az értékelés R-en. Legyen F/R egy
formdlis csoport, és tegyiik fel hogy x € F(M) rendje p™ valamilyen n > 1-re,
tehdt:

[p"](z) =0 és [p"~)(z) #£ 0.
Ekkor




3. Nagell-Lutz-tétel

3.1. Tétel. Legyen K lokdlis test, teljes eqy v diszkrét értékelésre, R az egé-
szek gyirdje, M R maximdlis iddlja, 7: M = wR és k = R/M az R-hez
tartozo maradéktest. Tegyiik fel hogy char(K) =0 és p = char(k) > 0. Le-
gyen E/K egqy elliptikus gorbe, amit az aldbbi Weierstrass egyenlet hatdroz
meg:

E y? +azy + asy = 2% 4 ax® + asx + ag

ahol minden a; € R. Legyen P € E(K) egy pont aminek a rendje m > 2.
Ekkor

1. Ha m nem p-nek a hatvanya, akkor x(P),y(P) € R.

2. Hem = p", akkor

Tz (P), 7% y(P) € R aholr = | v(p) ]

pr—pn—1

Mivel egy K feletti elliptikus gorbét tekinthetiink egy K, felett definialt
elliptikus gorbének, ahol K, K telitése valamilyen v € Mp-re (M a K-beli
nemarkhimédészi értékelések halmaza). Ezért az el6z6 tételt lokalis testekre
osszefonhatjuk a kovetkezs tétellé.

3.2. Tétel. Legyen K eqy szamtest, R az egészek gyirije és E/K egy ellip-
tikus gorbe amit az aldbbi Weierstrass-egyenlet hatdroz meg:

E:y? +airy + azy = 23 + aox? + ayr + ag

ahol minden a; € R. Legyen P € E(K) egy pont aminek a rendje m > 2.
Ekkor

1. Ha m nem prim hatvdiny, akkor x(P),y(P) € R.
2. He m = p" prim hatviny, akkor legyen minden v € MY -re

[ v(p) }

Ty = pr—pn—1

Ekkor

ord,(x(P)) > —2r, és ord,(y(P)) > —3r,, ahol ord, a v normdlt
értékelés(azaz ord,(v) = 1).
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Vagyis ha ord,(p) = 0, akkor x(P) és y(P) is v-egész.

3.3. Kovetkezmény (Nagell-Lutz-tétel). Legyen E/Q eqy elliptikus gorbe,
amit az alabbi Weierstrass-egyenlet hatdroz meg

y?=a2+Ar+ B,A,B € Z.
Tegyiik fel hogy P € E(Q) egy nem nulla torzid pont. Ekkor:
1. z(P),y(P) € Z.

2. Es [2]P = 0 vagy y(P)? osztja 4A% + 27B?-et.
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