Iwasawa-elmélet

Egyéni kutatémunka 1

Marton Dénes

Témavezets: Zabradi Gergely

Budapest, 2024. januéar 9.

Marton Dénes Iwasawa-elmélet



Jelolések

Legyen p paratlan prim, n természetes szam, p,n2 a p"i-dik
egységgyokok halmaza, IC; = Qp(ppntr), illetve U, a K, egészeinek
gylirjének egységei.
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Jelolések

Legyen p paratlan prim, n természetes szam, fipnt1 a p"tidik
egységgyokok halmaza, IC; = Qp(ppntr), illetve U, a K, egészeinek
gylirjének egységei.

Legyenek ¢, egységgydkdk a pina csoportok valamilyen fix generatorai,
melyekre (¥ ; = (,. Legyen m, = ¢, — 1. Ekkor 7, prim K, egészeinek
gyiiriijében.
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Jelolések

Legyen p paratlan prim, n természetes szam, fipnt1 a p"tidik
egységgyokok halmaza, IC; = Qp(ppntr), illetve U, a K, egészeinek
gylirjének egységei.

Legyenek ¢, egységgydkdk a pina csoportok valamilyen fix generatorai,
melyekre (¥ ; = (,. Legyen m, = ¢, — 1. Ekkor 7, prim K, egészeinek
gyiiriijében.

Legyen R = Z,[[T]] hatvanysorok gyiiriije. Minden z € U, egységhez
létezik f € R, amire f(m,) = z. Baj: nem egyértelm(, csak gyenge
értelemben tudjuk z derivaltjat értelmezni.
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Jelolések

Legyen p paratlan prim, n természetes szam, fipnt1 a p"tidik

egységgyokok halmaza, IC; = Qp(ppntr), illetve U, a K, egészeinek

gylirjének egységei.

Legyenek ¢, egységgydkdk a pina csoportok valamilyen fix generatorai,

melyekre (¥ ; = (,. Legyen m, = ¢, — 1. Ekkor 7, prim K, egészeinek

gyiiriijében.

Legyen R = Z,[[T]] hatvanysorok gyiiriije. Minden z € U, egységhez

létezik f € R, amire f(m,) = z. Baj: nem egyértelm(, csak gyenge

értelemben tudjuk z derivaltjat értelmezni.

Otlet:

Minden n-re egyszerre nézziik: legyen Uy, = lim U, ahol az attérési
A

leképezéseket az N, : K, = Ky norma adja, ahol n > m.
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Coates, Wiles, Coleman

Minden u = (u,) € Uy, egységre egyértelmien létezik £,(T) € R
hatvanysor, amire f,(m,) = u, minden n-re.
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Coates, Wiles, Coleman

Minden u = (u,) € Uy, egységre egyértelmien létezik £,(T) € R
hatvanysor, amire f,(m,) = u, minden n-re.

Legyenek a és b relativ primek p-hez, ekkor c(a, b) = (cn(a, b)) € Uso,
ahol » ”
cn(a, b) = Gn

G-
A hozza tartozé hatvanysor pedig fe(T) = w,(T)/wp(T), ahol

(L+ T) 92— (1+ T)k/2

Wk(T) = T

€ R*,

ha (k,p) = 1.
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Egyértelmiiség, Weierstrass el6készitési tétel

Minden f(T) € R egyértelmden irhaté f(T) = p"g(T)w(T) alakba,
ahol m nemnegativ egész, g(T) egy olyan polinom, ami féegyiitthatds,
de a tobbi egyiitthatéja pZ,-ben van, illetve w(T) € R*.
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Egyértelmiiség, Weierstrass el6készitési tétel

Minden f(T) € R egyértelmden irhaté f(T) = p"g(T)w(T) alakba,
ahol m nemnegativ egész, g(T) egy olyan polinom, ami féegyiitthatds,
de a tobbi egyiitthatéja pZ,-ben van, illetve w(T) € R*.

Egy R-beli hatvanysor konvergens Q, egészeinek gyiiriijének maximalis
idealjan. Tehat f(m,) értelmes minden f-re.
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Egyértelmiiség, Weierstrass el6készitési tétel

Minden f(T) € R egyértelmden irhaté f(T) = p"g(T)w(T) alakba,
ahol m nemnegativ egész, g(T) egy olyan polinom, ami féegyiitthatds,
de a tobbi egyiitthatéja pZ,-ben van, illetve w(T) € R*.

Egy R-beli hatvanysor konvergens Q, egészeinek gyiiriijének maximalis
idealjan. Tehat f(m,) értelmes minden f-re.

Egy R-beli egységnek nincs gydke, tehat minden hatvanysornak véges sok
gydke van, igy f, egyértelm.
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Norma, nyom

Definicié

Legyen f € R hatvanysorra ¢(f)(T) = f((1+ T)P — 1). Ekkor ¢ egy
injektiv Z,-algebra endomorfizmus.
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Norma, nyom

Definicio
Legyen f € R hatvanysorra ¢(f)(T) = f((1+ T)P — 1). Ekkor ¢ egy
injektiv Z,-algebra endomorfizmus.

€

Léteznek folytonos ' : R — R, 1 : R — R leképezések, melyekre

(oMM =[] fle@+T)-1)

€M

1
(pow)(A)T) == fEQ+T)-1),
P €M
ahol 1) Z,-modulus homomorfizmus, ¢ o ¢ = 1g az identitas, illetve

N(fg) = N(f)N(g). Specialisan N (R*) C R*.
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Létezés

A bizonyitas dtlete hogy f € W, W := {f € R*: N(f) = f} hatvanysort
keresiink.
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Létezés

A bizonyitas Stlete hogy f € W, W := {f € R*: N(f) = f} hatvanysort
keresiink.

Tegyiik fel, hogy f € R*. Ekkor g = klim NK(f) letezik és g € W.
— 00
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Létezés

A bizonyitas Stlete hogy f € W, W := {f € R*: N(f) = f} hatvanysort
keresiink.

Tegyiik fel, hogy f € R*. Ekkor g = klim NK(f) letezik és g € W.
— 00

Legyen u € Uy, és f, € R™ hatvanysor, amire f,(m,) = up.

Marton Dénes Iwasawa-elmélet



Létezés

A bizonyitas Stlete hogy f € W, W := {f € R*: N(f) = f} hatvanysort
keresiink.

Tegyiik fel, hogy f € R*. Ekkor g = klim NK(f) letezik és g € W.
— 00

Legyen u € Uy, és f, € R™ hatvanysor, amire f,(m,) = up.
Ekkor a g, = N"(fa,,) sorozatnak létezik torlédasi pontja, mert R
kompakt. Ez megfelels.
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Létezés

A bizonyitas Stlete hogy f € W, W := {f € R*: N(f) = f} hatvanysort
keresiink.

Tegyiik fel, hogy f € R*. Ekkor g = klim NK(f) letezik és g € W.
— 00

Legyen u € Uy, és f, € R™ hatvanysor, amire f,(m,) = up.
Ekkor a g, = N"(fa,,) sorozatnak létezik torlédasi pontja, mert R
kompakt. Ez megfelels.

Az u — f, hozzarendelés egy G-izomorfizmus U, és W kozott.
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Létezés

A bizonyitas dtlete hogy f € W, W := {f € R*: N(f) = f} hatvanysort
keresiink.

Tegyiik fel, hogy f € R*. Ekkor g = klim NK(f) letezik és g € W.
— 00

Legyen u € Uy, és f, € R™ hatvanysor, amire f,(m,) = up.
Ekkor a g, = N"(fa,,) sorozatnak létezik torlédasi pontja, mert R
kompakt. Ez megfelels.

Az u — f, hozzarendelés egy G-izomorfizmus U, és W kozott.

Ahol G = Gal(Qp(pp=)/Qp), x : G — Z a korosztasi karakter, azaz
o(¢) = ¢X(°) minden 0 € G és € pp esetén, illetve G hatasa R-en:

(of (T)=f(1+T)X) —1) (s€G, fER).
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Egzakt sorozat |.

RIS {FER - §(f)= 1) RO = (FeR : u(f)=0)




Egzakt sorozat |.

RIS {FER - §(f)= 1) RO = (FeR : u(f)=0)

Minden f € W hatvanysorra az
1 f(T)P )
L(f):==lo
(= 5 o8 (g

sorozat R-ben, s6t R¥=C-ban van. Az £ : W — RY=C |eképezés egy
G-homomorfizmus.

.
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Egzakt sorozat |.

RIS {FER - §(f)= 1) RO = (FeR : u(f)=0)

Minden f € W hatvanysorra az
1 f(T)P )
L(f):==lo
(= 5 o8 (g

sorozat R-ben, s6t R¥=C-ban van. Az £ : W — RY=C |eképezés egy
G-homomorfizmus.

Legyen A={E(1+ T)? € R* : £ € pp_1, aE€E ZLp} és
D(f) = (1+ T)f’(T) differencial operator.
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Egzakt sorozat |.

RIS {FER - §(f)= 1) RO = (FeR : u(f)=0)

Minden f € W hatvanysorra az
1 f(T)P )
L(f):==lo
(= 5 o8 (g

sorozat R-ben, s6t R¥=C-ban van. Az £ : W — RY=C |eképezés egy
G-homomorfizmus.

Legyen A={E(1+ T)? € R* : £ € pp_1, aE€E ZLp} és
D(f) = (1+ T)f’(T) differencial operator.

0—A— WS RSO 57, 50

G-modulusok egzakt sorozata, ahol a(f) = (Df)(0).
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Logaritmikus derivalt

Definicié

Minden k > 1-re 0y : Uoo — Zp logaritmikus derivalt homomorfizmus a

(o (SFH)

leképezés, ahol T = 0 azt jelenti, hogy a 0-ban felvett értékét vessziik.
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Logaritmikus derivalt

Definicié

Minden k > 1-re 0y : Uoo — Zp logaritmikus derivalt homomorfizmus a

(o (SFH)

leképezés, ahol T = 0 azt jelenti, hogy a 0-ban felvett értékét vessziik.

Minden k > 1-re 0, egy csoporthomomorfizmus, melyre minden u € U,
és o € G esetén &x(o(u)) = x(0) 6k (u).
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Logaritmikus derivalt

Definicié

Minden k > 1-re 0y : Uoo — Zp logaritmikus derivalt homomorfizmus a

Su(u) = <D“ <(1+f7(_)7'f)(T)>) 720

leképezés, ahol T = 0 azt jelenti, hogy a 0-ban felvett értékét vessziik.

Minden k > 1-re 0x egy csoporthomomorfizmus, melyre minden u € U,
és o € G esetén &x(o(u)) = x(0) 6k (u).

(i) dk(c(a, b)) =0ha k=1,3,5,...
(ii) 6x(c(a, b)) = (b* — a*)¢(L — k) ha k =2,4.6,. ..
(iii) 6x(Use) =Zp ha k=1,2,....p—1.
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lwasawa-algebra

Definicié

Legyen & provéges Abel csoport. Az lwasawa-algebrajanak hivjuk a
A(®) = lim Z,[®/5)]

kompakt topologikus Z,-algebrat.
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lwasawa-algebra

Legyen & provéges Abel csoport. Az lwasawa-algebrajanak hivjuk a

A(®) = m Z,[6/5]

kompakt topologikus Z,-algebrat.

Peélda
o Zp= I|<_m Z/p"Z
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lwasawa-algebra

Legyen & provéges Abel csoport. Az lwasawa-algebrajanak hivjuk a

A®) = ljm Z,(®/5]

kompakt topologikus Z,-algebrat.

Peélda
o Zp= I|<_m Z/p"Z

o G = Gal(Q@p(tp=)/Qp) = lim Gal(Qp(p1pr)/Qp) = lim (Z/p"Z)* =
Ly
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lwasawa-algebra

Legyen & provéges Abel csoport. Az lwasawa-algebrajanak hivjuk a

A(®) = m Z,[6/5]

kompakt topologikus Z,-algebrat.

Peélda
o Zp= I|<_m Z/p"Z

o G = Gal(Q@p(tp=)/Qp) = lim Gal(Qp(p1pr)/Qp) = lim (Z/p"Z)* =
Ly

Legyen C(&,C,) a folytonos fiiggvények C,-algebraja, ami C,-Banach
tér az [|f|| = sup,ce |f(g)], normaval ellatva.
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lwasawa-algebra

Legyen & provéges Abel csoport. Az lwasawa-algebrajanak hivjuk a

A(®) = m Z,[6/5]

kompakt topologikus Z,-algebrat.

Peélda
o Zp= I|<_m Z/p"Z

o G = Gal(Q@p(tp=)/Qp) = lim Gal(Qp(p1pr)/Qp) = lim (Z/p"Z)* =
Ly

Legyen C(&,C,) a folytonos fiiggvények C,-algebraja, ami C,-Banach
tér az ||f|| = sup,ce |f(g)]p normaval ellatva. Ebben Step(®) = {f €
C(6,Cp): 39 < & nyilt, hogy f(x) = f(y), ha x —y € H} részalgebra
mindenhol siird.
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lwasawa-algebra

Legyen & provéges Abel csoport. Az lwasawa-algebrajanak hivjuk a

A(®) = m Z,[6/5]

kompakt topologikus Z,-algebrat.

Peélda
o Zp= I|<_m Z/p"Z

o G = Gal(Q@p(tp=)/Qp) = lim Gal(Qp(p1pr)/Qp) = lim (Z/p"Z)* =
Ly

Legyen C(&,C,) a folytonos fiiggvények C,-algebraja, ami C,-Banach
tér az ||f|| = sup,ce |f(g)]p normaval ellatva. Ebben Step(®) = {f €
C(6,Cp): 39 < & nyilt, hogy f(x) = f(y), ha x —y € H} részalgebra
mindenhol siirli. Ezek megfelelnek a &/ — C, fliggvényeknek.
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p-adikus mértékek, integralas

Legyen A € A(®) és f € Step(®) tetszéleges valamilyen $ < & nyilt
részcsoporttal. Legyen Ay = pre(A),
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p-adikus mértékek, integralas

Legyen A € A(®) és f € Step(®) tetszéleges valamilyen $ < & nyilt
részcsoporttal. Legyen Ay = pre(A),

Ao = D eo(dx  (ea(x) €Z),

XEG/H

Marton Dénes Iwasawa-elmélet



p-adikus mértékek, integralas

Legyen A € A(®) és f € Step(®) tetszéleges valamilyen $ < & nyilt
részcsoporttal. Legyen Ay = pre(A),

Ao = D eo(dx  (ea(x) €Z),

XEG/H

/ijd)\: > en(x)f(x).

XEB/H
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p-adikus mértékek, integralas

Legyen A € A(®) és f € Step(®) tetszéleges valamilyen $ < & nyilt
részcsoporttal. Legyen Ay = pre(A),

Ao = D eo(dx  (ea(x) €Z),

XEG/H

/ijd)\: > en(x)f(x).

XEB/H

Tetszéleges f € C(&,C,) fiiggvényre pedig

MA(f):/ fdA = lim / f,d\  (f, € Step(®), f, — f).
& (]

n— 00
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p-adikus mértékek, integralas

Legyen A € A(®) és f € Step(®) tetszéleges valamilyen $ < & nyilt
részcsoporttal. Legyen Ay = pre(A),

Ao = D eo(dx  (ea(x) €Z),

XEG/H

/ijd)\: > en(x)f(x).

XEB/H
Tetszéleges f € C(&,C,) fiiggvényre pedig

MA(f):/ fdA = lim / f,d\  (f, € Step(®), f, — f).
& (]

n— 00

Ez egy linearis funkcional C(®,C,)-n, amire [M\(f)|, < ||f]| és
My (f) € Qp, ha f Qp-be képez.
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p-adikus mértékek, integralas

Legyen A € A(®) és f € Step(®) tetszéleges valamilyen $ < & nyilt
részcsoporttal. Legyen Ay = pre(A),

Ao = D eo(dx  (ea(x) €Z),

XEG/H

/ijd)\: > en(x)f(x).

XEB/H

Tetszéleges f € C(&,C,) fiiggvényre pedig

n— 00

MA(f):/ fdA = lim / f,d\  (f, € Step(®), f, — f).
& (]

Ez egy linearis funkcional C(®,C,)-n, amire [M\(f)|, < ||f]| és
M (f) € Qp, ha f Qp-be képez. Fontos gondolat: ha L linearis funkcional
teljesiti ezt a kett6t, akkor L = M) valamilyen A-ra.
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p-adikus mértékek, integralas

Legyen A € A(®) és f € Step(®) tetszéleges valamilyen $ < & nyilt
részcsoporttal. Legyen Ay = pre(A),

Ao = D eo(dx  (ea(x) €Z),

XEG/H

/ijd)\: > en(x)f(x).

XEB/H

Tetszéleges f € C(&,C,) fiiggvényre pedig

n— 00

MA(f):/ fdA = lim / f,d\  (f, € Step(®), f, — f).
& (]

Ez egy linearis funkcional C(®,C,)-n, amire [M\(f)|, < ||f]| és

M (f) € Qp, ha f Qp-be képez. Fontos gondolat: ha L linearis funkcional
teljesiti ezt a kettst, akkor L = M) valamilyen A-ra. llletve ha

IW,\1 = M)\z, akkor )\1 = /\2.
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Mahler transzformalt

Legyen f : Z, — C, folytonos fliggvény. Ekkor f egyértelmten irhaté

f(x) = ian (;)

n=0

alakba, ahol a, € C,, és lim,_,oc a, = 0.
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Mahler transzformalt

Legyen f : Z, — C, folytonos fliggvény. Ekkor f egyértelmten irhaté

f(x) = f:a,, (i)

n=0

alakba, ahol a, € C,, és lim,_,oc a, = 0.

Definicié
A Mahler transzformalt a kdvetkez6 M : A(Zp) — R leképezés

MR) =D a(NT",

n=0

ahol ¢,(\) = pr (%) dX. Ez egy Z,-algebra izomorfizmus, amire
M(1z) =1+T.
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Mérték megszoritasa

Cel: N(Z}) = NZy),
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Mérték megszoritasa

Cél: N(Z)) < N(Zp), nehézség: 25 £ 7.
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Mérték megszoritasa

Cél: N(Z)) < N(Zp), nehézség: 25 £ 7.
Legyen € a karakterisztikus fuggvenye Zx—nek. Ekkor

L(f)= [ fedA
Zp

linearis funkcional. Létezik #()\) € A(Zp), amire L = Myy).
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Mérték megszoritasa

Cél: N(Z)) < N(Zp), nehézség: 25 £ 7.
Legyen € a karakterisztikus fuggvenye Zx—nek. Ekkor

L(f) = /Z fedA

linearis funkcional. Létezik #()\) € A(Zp), amire L = Myy).

#(X\) = X akkor és csak akkor, ha M()\) € R¥=0.
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Mérték megszoritasa

Cél: N(Z)) < N(Zp), nehézség: 25 £ 7.
Legyen € a karakterisztikus fuggvenye Zx—nek. Ekkor

L(f) = /Z fedA

linearis funkcional. Létezik #()\) € A(Zp), amire L = Myy).

#(X\) = X akkor és csak akkor, ha M()\) € R¥=0.
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Mérték megszoritasa

Cél: N(Z)) < N(Zp), nehézség: 25 £ 7.
Legyen € a karakterisztikus fuggvenye Zx—nek. Ekkor

L(f) = /Z fedA

linearis funkcional. Létezik #()\) € A(Zp), amire L = Myy).

#(X\) = X akkor és csak akkor, ha M()\) € R¥=0.

Teljesiil i(N(Z;)) = {X € NZp) : #(\) = A}. Specilisan ezért
M(i(MZ)))) = RV=°.
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Egzakt sorozat II.

G-nek a g-a= x(g)-a (a € Zp) képlettel definialt hatasa kiterjed
NZp)-re.
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Egzakt sorozat II.

G-nek a g-a= x(g)-a (a € Zp) képlettel definialt hatasa kiterjed
NZp)-re. NZy ) egy G-részmodulus, M pedig G-izomorfizmus A(Z,) és
R kozott.
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Egzakt sorozat II.

G-nek a g-a= x(g)-a (a € Zp) képlettel definialt hatasa kiterjed
NZp)-re. NZy ) egy G-részmodulus, M pedig G-izomorfizmus A(Z,) és
R kdzétt. M = Mo § : N(G) ~ R¥=0, ahol § : A(G) =~ A(Z)).
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Egzakt sorozat II.

G-nek a g-a= x(g)-a (a € Zp) képlettel definialt hatasa kiterjed
NZp)-re. NZy ) egy G-részmodulus, M pedig G-izomorfizmus A(Z,) és
R kdzétt. M = Mo § : N(G) ~ R¥=0, ahol § : A(G) =~ A(Z)).

£l > NG),  L(u)=MYL())
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Egzakt sorozat II.

G-nek a g-a= x(g)-a (a € Zp) képlettel definialt hatasa kiterjed
NZp)-re. NZy ) egy G-részmodulus, M pedig G-izomorfizmus A(Z,) és
R kézott. M = Mo § : N(G) ~ R¥=°, ahol ¥ : A(G) ~ NZy).

£l > NG),  L(u)=MYL())

Egzakt sorozata G-modulusoknak a kdvetkezé:

0 — pip—1 X Tp(pt) — Uoo = N(G) - Tp() — 0,
ahol T,(p) = I'Lnypm. A baloldali leképezés a természetes beagyazas,
ami egy (x,a) € pp—1 % Tp(u) parhoz xa € Uso-t rendeli. A 5 leképezést
pedig a B(\) = (C,,)fg XX Keplet adja.
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