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1. Bevezetés

Az extremdlis grafelméletben egy ismert téma a cage-ek vizsgdlata. (k, g)-grafnak k-reguldris,
g bOségii grafokat neveziink. Azokat a (k, g)-grafokat nevezziik cage-nek, amelyek adott &, g
paraméterekre minimaélis csicsszdmuak. Ezek a grafok nagyon gyakran geometriai struktirdk
illeszkedési grafjai vagy azkbdl el6allithatéak tigyes manipuldcié segitségével. A kutatomunka
célja (k, g)-grafokkal kapcsolatos ismert eredmények megismerése és az alacsony csicsszamu
grafok konstrukcidjanak megértése volt. Ezen beliil a végcél g = 11-bdségti grafokat
konstrudlni altaldnositott hatszogek illeszkedési grafjaibol.

1.1. Mit vizsgaltam

A kutatémunka soran tobbségében olyan cikkekkel foglalkoztam, amelyek (k, g)-grafok
konstrukci6irdl szolnak. Ehhez sziikségem volt a projektiv geometriai ismereteim
felfrissitésére, a témdhoz rendkiviil hasznos megérteni véges projektiv terek masodrendi
feliileteinek a struktdrdjat. Ebben a téméban f6leg tankonyvbdl dolgoztam, illetve specifikus
geometriai struktirdknak cikkek segitségével néztem utdna.

2. Ismert eredmények

2.1. Alapveto definiciok

Egy G(V, E) graf k-regularis, ha minden csicsanak a foka k. A graf bGségének a legrovidebb
kor hosszat nevezziik. Egy (k, g)-cage cstcsszamat n(k, g)-vel jelolom, azaz ez a minimadlis
csdcsszam, amin megfelel§ graf felvehetS. M (k, g)-vel jeloljiikk a Moore-korldtot, ami egy alsé

korlét a csicsszdmra, azaz M (k, g) < n(k, g). Egyenl8ség esetén a megfelel$ grafokat
Moore-grafoknak nevezziik [2].

2.1. Tétel. A Moore-korldt képlete a kdvetkezd:

T+k+k(k—1) 4. +k(k—1D%1, ha k pdratlan
n(k, g) > M(k,g) = (=14 1) . . (1)
2(14+ (k=14 (k—=1%+..+(k—1)2""), hak pdros

Bizonyitas. Az éllitas egyszertien kijon, ha megprébaljuk 6sszeszamolni a csicsokat. Mivel a
korok nem lehetnek egy korlatnél kisebbek, legfeljebb L%J sugari gobmbben lokdlisan fanak
tlinik minden (k, g)-graf. Pératlan k esetén vegyiink egy rogzitett csticsot, és nézziikk meg, az 6
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kornyezetében hogy néz ki a graf. Minden csticsnak £ szomszédja van, tehat megkapjuk a fenti
képletet. Az 6sszeszamolt csticsok mind kiilonbozdek kell, hogy legyenek, hiszen a graf
bdsége g, és ennél csak rovidebb utakat latunk.

A bizonyitds hasonléan megy paros k-ra, ebben az esetben egy €lbdl indulunk ki, és a két

végén szimmetrikusan épitjiik a grafot. [

Néhany egyszerlibb példa Moore-grifokra, ezek mindig 1éteznek:

k=2;M(2,g) = g, ezt C, azaz a g hosszu kor kielégiti.

g=3;M(k,3) = k + 1, ezek teljes grafok, azaz K.

g =4; M(k,4) = 2k, a teljes paros grafok, azaz K .

* M(3,5) = 10, a jol ismert Petersen-graf.

Ezek elég egyszeriinek tlinnek, de tetsz6leges paraméterti Moore-grafok 1étezése nem magatol
értet6dd, mint az a kovetkez6 eredménybdl jol latszik.

2.2. Tétel. (Hoffman-Singleton, 1960) Ha G egy Moore-grdf (k,5) paraméterekkel, akkor k
csak 2, 3,7 vagy 57 lehet.

Mar emlitettem, hogy k = 2, 3 esetén az 6tszogrdl illetve a Petersen-grafrol van szé. k = 7-et
az ugynevezett Hoffman-Singleton graf elégiti ki, amelynek 50 csucsa van. Az, hogy 1étezik-e
(57,5) Moore-graf (572 + 1 csiccsal), megoldatlan probléma.

2.3. Tétel. Ha g > 5 pdratlan és k > 2, akkor nem létezik (k, g) Moore-grdf.

2.2. Altalanositott sokszogek

A cél, hogy minél kisebb (k, g)-grafokat taldljunk. Mivel ezek altaldban rendkiviil
szimmetrikusak, segitségiinkre vélik, ha absztrakt geometriai struktirakat haszndlunk a
konstrukcidikhoz. Véges rendd projektiv terek és altaldnositott sokszogek struktirajat szoktak
altalaban haszndlni valamilyen médon.

Altalanositott sokszogek. Legyen S = (P, L, I) egy véges, pont-egyenes struktira, ahol
PNL=0,IC (P xL)U(LXxP).P elemeit pontoknak hivjuk, £ elemeit egyeneseknek, [
az illeszkezés, egy szimmetrikus reldcio.

Egy ilyen struktura illeszkedési grafjaban a csucsok a pontok és egyenesek halmazanak unidja,
két csucs kozott akkor megy €l, ha a sokszogben illeszkednek. Ha x,y € P U L, a két elem
tavolsaga d(x, y) pont az illeszkedési grafbeli tavolsdguk.

2.4. Definico. Egy ilyen illeszkedési geometria altaldnositott n-szog, ha

GNI1. d(z,y) <nVz,y € PUL.
GN2. Had(z,y) =l < n, akkor egyértelmd tt van koztiik.
GN3. Vx €e PUL Jy € PU L hogy d(x,y) = n.
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A vastagsdg axiémadjat is mindig elvarjuk, ami azt jelenti, hogy az 4ltalanositott sokszog illesz-
kedési grafjaban minden cstcs foka legalabb 3.

A vastag altalanositott sokszogek néhany jol ismert tulajdonsaga:

* Minden pont ugyanannyi, s + 1 egyenesre illeszkedik és minden egyenesen ugyanannyi,
t + 1 pont van. Ekkor a sokszog rendje (s, t).

Itt csak olyanokrdl lesz sz9, ahol a két érték megegyezik, g-val fogom jelolni.

» Két pont illetve két egyenes tdvolsidga mindig paros, egy pont és egy egyenes tavolsidga
mindig paratlan. Ebbdl kovetkezik, hogy az illeszkedési graf csak péaros graf lehet, ugyan-
is csak egy pontbdl és egy egyenesbdl szarmazo csics kozott mehet él.

* Egy (s,t) rendd éltalanositott sokszog dudlisa egy (¢, s) rendd altalanositott sokszog.

* (g, q) rendd éltaldnositott sokszogek csak n = 3,4, 6-ra 1éteznek, az ilyen dltaldnositott
haromszogek pontosan a projektiv sikok. Ilyen struktirdk mindig 1éteznek, ha ¢ primhat-
vany.

* Az dltalanositott sokszog illeszkedési, masnéven Levi-grafja egy 0sszefiiggd paros graf n
atmérGvel és 2n béséggel. Amennyiben a sokszog rendje (¢, q), a graf ¢ + 1-reguldris.

A kovetkezd tételekbSl mingyart 1atszik is, miért olyan fontosak ezek a struktirdk a (k, g)- és
Moore-gréafok vizsgalatdhoz:

2.5. Tétel. Pontosan akkor létezik Moore-grdf (k,6) paraméterekkel, tehdt 2(1+ (k—1) + (k —
1)?) csiiccsal, ha létezik (k — 1)-edrendii projektiv sik. Ekkor a Moore grdf a sik illeszkedési

grdfja.
2.6. Tétel. Pdros g>6 és k>2 esetén (k, g) Moore-grdf csak g = 8,12 esetén léteznek. Ezek
dltaldanositott négy- és hatszogek illeszkedési grdfjai.

3. Konstrukciok (k,g)-grafokra

A tovéabbiakban arrél lesz sz, milyen mdédon lehet (k,g) grafokat konstrudlni dltaldnositott
sokszogekbdl [1]. Amikor egy altaldnositott sokszog illeszkedési grafjardl beszéliink, a
csucsokat lehet pontoknak vagy egyeneseknek hivni aszerint, hogy a sokszégben milyen
szerepiik volt.

3.1. t-jo struktiarak

3.1. Definicé. Egy dltaldnositott sokszdgbeli ¢-j6 struktira egy T = (P, L) pér, ahol Py C
P és Ly C L. Tovabba minden P \ Py-beli ponton ¢ darab L,-beli egyenes megy ét, és forditva,
azaz minden L \ Ly-beli egyenesen ¢ darab Py-beli pont van.



Konnyen lathatd, hogy egy t-jo struktirdban |Py| = |Lo|, ezt jeloljik | 7 |-vel. Ez a definici6
nagyon hasznos, hiszen ha egy (¢, ¢) rendd altaldnositott n-szogben taldlunk egy ¢-jo
strukturat, az incidenciagrafbol T torlésével egy (¢ + 1 — t)-reguldris grafot kapunk, amiben
nem keletkezhettek dj korok, azaz a bosége legfeljebb 2n marad. Trividlisan, minél nagyobb
t-re taldlunk ilyet, anndl kisebb lesz a végeredményiil kapott graf csicsszdma, amivel jobban
tudunk kozeliteni ahhoz, hogy cage-et taldljunk.

Adok egy moédszert ¢-j6 struktdrdk konstrukcidjéra, a legtobb ismert péda eldéllithato igy:
Legyen £L* = {ly,....l;}, P* = { P, ..., P} t — t darab kiilonbdz8 pont és egyenes tigy, hogy
minden 1 <7 < 5 <t eseténteljesiil, hogy

* d(l;,1l;) = 2 = d(P,, P;), azaz paronként metszenek az egyenesek és paronként kollined-
risak a pontok.

* [; és l; egyértelml metszéspontja P*-beli, P; és P; egyértelmii dsszekotd egyenese L*-
beli.

Ha (P*, L*) megfelel a ezeknek a feltételeknek, legyen T = (Py, L) azon pontok és
egyenesek halmaza, amelyek legfeljebb (n — 2) tavolsdgra vannak P* vagy L£* egy valamelyik
elemétdl. Masképp megfogalmazva (P*, L£*) n — 2 méretl kornyezetét vessziik. Ekkor -jo
struktdrat kapunk.

3.1.1. Az alkalmazasrol

Ennek a médszernek a segitségével ardnylag konny ¢-j6 struktdrdkat elképzelni egy projektiv
sikon, ahol n — 2 = 1. A mdsodik tulajdonsdg miatt (P*, L*) egy dgynevezett degenerdlt
részsik kell, hogy legyen, ezeknek két fajtija van:

m (P,1) egy illeszkedS pont-egyenes pér, P* minden eleme [-en van, £* minden eleme P-n
megy at.

7o (P, 1) egy nem illeszkedd pont-egyenes par, P kivételével minden P*-beli pont /-en van
€s [ kivételével minden L*-beli egyenes dtmegy P-n.
Ekkor a (P*, L*) pér 1-kornyezete megfeleld.

Hasonl6 kostrukcidkat dltalanositott négy- és hatszogekben is lehet képezni. Ha a m; esethez
analég médon jarunk el, tg" "2 + ¢" 2 + ... + ¢ + 1 méretd t-j6 struktirdt kaphatunk.

Hat =1, (P*, L") egy-egy elemmel rendelkezik, automatikusan megfeleléek. Ha nem
illeszkednek, a projektiv sikbeli (7, esethez hasonlét kapunk. Ilyenkor egy
¢ 24+ 2¢" 3 + ¢ + ... + g + 1 méretii 1-j6 struktirat kapunk, és ez nagyobb, mintha az
el6z6 moédon konstrudlnank.

3.2. Paratlan boségii (k,g)-grafok konstrukcidja

Tudjuk, hogy paratlan g > 5-re nincsenek Moore-grafok, de mégis szeretnénk konstrudlni
minél kisebb (k, g)-grafokat ebben az esetben is. A megoldds [3] az, hogy egy paros bdségi
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struktiirabdl kiindulva prébalunk gyértani kisebb grafokat. Altaldban valamilyen részgrafot
torliink, majd okosan vesziink egy parositast azokon a csicsokon, amelyek veszitettek a
fokszamukbdl.

3.2. Definico. Legyen G = (V, E') egy dltalanositott négyszog illeszkedési gréafjanak ¢-reguldris
feszitérészgrafja. Ekkor W C V' egy torolhetd részhalmaza a csicsoknak, ha minden v € V-re
igaz: Ha v csics legalabb kettd G-beli szomszédja WW-ben van, akkor az 6sszes szomszédja és
v is W-ben van.

Megjegyzem, hogy GG gyakran az egész illeszkedési graf.

Legyen G" a V' \ W csiicsok dltal meghatarozott részgraf GG-ben. Ekkor minden cstcs foka
legfeljebb eggyel csokkent, azaz ¢ — 1 vagy ¢. Ha ¢ paratlan, ekkor 1étezik a t — 1 foku
csucsoknak olyan teljes parositdsa, ahol két 6sszekotott cstcs a négyszogben két kollinedris
pont (egy torolt egyenesen) vagy két metszd egyenes (egy torolt ponton keresztiil).

Enek a médszernek a haszndlataval konstrudltak (k, 7) grafokat. A médszer a kovetkezd:
taldlni kell egy megfeleld torolhetd csicshalmazt, venni kell egy specifikus parositast, majd
meg kell mutatni, hogy a kapott graf b&sége legfeljebb (vagy) pontosan eggyel csokkent. Ez
egy nagyon fontos 1épés, mivel ha berajzolunk uj éleket, keletkezhetnek tdl rovid 4j korok.

Altaldnositott négyszogekben példdul egy négyzethald, azaz két, paronként nem metszs

egyenescsalad tud torolheté halmaz lenni. Ilyenkor csak az egyik egyenescsalddot
helyettesitjiik szakaszokkal minden két metszéspont kozott.

3.2.1. (k,11) graf konstrukcidja

A kutatémonka végcélja a korabban bemutatott médszerekkel anal6g médon egy altaldnositott
hatszog Levi-grafjanak dtalakitasaval (k, 11)-graf készitése. Ehhez a lehetd legkisebb
altalanositott hatszoget vizsgaltam [4]. Ez az dgynevezett H(2), egy (2, 2) rendd hatszog 63
ponttal és egyenessel, azaz a Levi-grafja 126 csucsu és 3-reguldris.

A hatszdg belsd struktirdja a hatdimenziés méasodrendd projektiv térbdl PG(6, 2) szarmazik, a
pontok €s egyenesek ennek részhalmazai, de inkdbb adok egy konnyebben dtlathaté leirast.

Vegyiik a Fano-sik, azaz PG (2, 2) struktirdjat. Legyenek H (2) pontjai a Fano-sik pontjai,
egyenesei és pont-egyenes pdrjai 7 + 7 + 49 = 63. Legyenek az egyenesek kétféle alakuiak:
{P,l,(P,1)} ahol P, egymasra illeszkedd pont-egyenes par a Fano-sikon illetve
{(P,1),(Q1,€1), (Q1,e2)} ahol (P, 1) egy illeszkedd pont-egyenes pdr, )1, ()2 [-en 1évS pontok
és e1, eo P-n atmend egyenesek a Fano-sikban 7 % 3 + 2(7 % 3) = 63.

A kezdeti cél egy torolhetd halmazhoz hasonl6 részgraf keresése, egyelére nem jartam sikerrel.
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