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1. Bevezetés

Ebben a beszamoléban egy viszonylag fiatal 4garol lesz sz6 a matematikédnak: a fuzzy matema-
tikarol. A témakornek a legfontosabb fogalmai, amit mi targyalunk, a 60-as és 70-es években
keletkeztek. Az els6 frast L. A Zadeh készitette "Fuzzy Sets" néven 1965-ben. Ezen konst-
rukcidval probélt megragadni egy bizonyos hatarozatlansagot. Fz a hatarozatlansag fakadhat
a nyelv hidnyossigaibdl, az input informacié hianyabol vagy a modellezésbdl. Ezen tertilet
egy részteriiletét vizsgaljuk: a fuzzy grafelméletet. Itt az alapfogalmakon lesz a hangsily és a
hozzajuk fiz6d6 legfontosabb tételen. Tovabba probalunk parhuzamot hiazni a nemfuzzy és
fuzzy grafok kozott. Ebben a dolgozatban a 'Fuzzy Mathematics: An Introduction for
Engineers and Scientist’ cimi forrés lesz felhasznalva, azon beliil 1-29 oldalakat dolgozzuk
fel.

2. Sziikséges fogalmak

Gondoljuk végig, hogy mik kellenek egy graf fogalom elkészitéséhez: kell egy cstucshalmaz;
élhalmaz; és egy relacid, mely megmondja, hogy mely csticsok vannak 6sszekotve. ElGszor is
vezessiik be a fuzzy halmaz fogalmét, mert ez a legfontosabb fogalom ezen a teriileten:

2.1. Definici6. Legyen X # () egy halmaz. Ekkor az
A= {(z, A@)|o € X)

rendezett parok halmazat X-nek a fuzzy részhalmazanak nevezziik, ahol A : X — [0,1]
leképezést tagsagi fliggvénynek, az X-beli elemekhez rendelt értéket tagsagi foknak nevezziik.

Ha a tagsagi fiiggvény csak a 0 vagy 1 értékeket veszi fel, akkor nemfuzzy halmazrol
beszéliink. Minden halmaz azonosithaté egy nemfuzzy halmazzal a kovetkezSképpen: x €
A = Alx)=1éa2¢d A < A(zx) = 0. Tehat a tovabbiakban nemfuzzy halmaznak
nevezziik az altalunk jol ismert halmazokat.

Dolgozzunk a graf fogalma felé¢! Olyan grafokat szeretnénk vizsgalni, ahol csak az élekhez
rendeliink |0, 1]-beli tagsagi fokot. A csicsokat vehetjiik egy véges nemfuzzy halmazbol, de
az éleket egy fuzzy halmazbol vennénk. Mar csak a relacié maradt:

2.2. Definicié. Legyenek X és Y halmazok. Azt mondjuk, hogy R fuzzy relacié X-b6l Y-ba,
ha fuzzy részhalmaza X x Y-nak.

Ha X =Y, akkor azt mondjuk, hogy R fuzzy relacié X-n. Tulajdonképpen az élhalmazt és
a relaciot tudjuk egyesiteni, mivel a fuzzy relacié arrol is szolgéltat informéciot, hogy milyen
tagsagi fokot rendellink az élekhez. Nyilvanvalobb lesz ez, ha véges halmazok esetén felirjuk az



ugynevezett matrixreprezentansat, amire néziink is egy példat. Legyen X := {a1,as,as,a4}
halmaz, amin értelmezziink egy R fuzzy relaciot a kdvetkezSképpen:

0 02 0 0.3
02 0 04 O
0 04 0 04
03 0 04 O

R:

Itt a métrix i.-edik sordnak j.-adik eleme R(a;,a;).

3. Fuzzy grafok fogalma

Minden készen all, hogy tudjuk definidlni a fuzzy grafokat:
3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a G = (X, R) par egy fuzzy graf, ha X egy halmaz és

R fuzzy relaci6 X-n. Az X halmazt és az R fuzzy relaciot rendre csicshalmaznak és fuzzy
élhalmaznak nevezziik. Ha az X halmaz véges, akkor véges fuzzy grafrol beszéliink. Az élekhez

rendelt tagsagi fokot az él erGsségének nevezziik.

Egy véges fuzzy grafot megadhatunk a fuzzy reldcié matrixaval is. Példaként a fenti
méatrixbol a kdvetkezs véges fuzzy grafot tudjuk kirajzolni:

1. abra.

A tovabbiakban véges fuzzy grafokat vizsgélunk; ezen beliil irdnyitatlan, hurokélmentes
fuzzy grafokkal foglalkozunk. Az &altalunk ismert grafok esetébdl természetesen lehet altala-
nositani ezeket a fogalmakat:

3.2. Definicié. Legyen G = (X, R) egy fuzzy graf.
1. Azt mondjuk, hogy G egy iranyitatlan fuzzy graf, ha Vz,y € X : R(z,y) = R(y, x).
2. Azt mondjuk, hogy G egy hurokélmentes fuzzy graf, ha Vo € X : R(z,z) = 0.

Ha egy graf iranyitatlan, akkor azt mondjuk, hogyNR egy szimmetrikus fuzzy relacio.
Ha egy graf hurokélmentes, akkor azt mondjuk, hogy R egy irreflexiv fuzzy reléci6. Most
definialjuk a fuzzy grafok részgrafjait, amit ugyanigy természetesen tudjuk altalanositani:



3.3. Definici6. Legyenek X és Y véges halmazok, R fuzzy relacio X-n, T fuzzy relécié Y-n.
Azt mondjuk, hogy a H = (Y, T) fuzzy graf parcialis fuzzy részgrafja a G = (X, R) fuzzy
grafnak, ha Y C X és T - R.

Ha tekintsiik azt a fuzzy grafot, amiben minden él er&ssége 0.5, akkor gy is kaphatunk
parcialis fuzzy részgrafot, ha az egyik él erésségét 0.4-re allitjuk. Emiatt a fuzzy részgraf
fogalmat erdsiteniink kell aszerint, hogy csak csiics- vagy éltorléssel kapjunk fuzzy részgréfot:

3.4. Definici6. Legyenek X és Y véges halmazok, R fuzzy relacio X-n, T fuzzy relacio Y-n.
Azt mondjuk, hogy a H = (Y, T) fuzzy graf az Y altal indukélt fuzzy részgrafja a G = (X, R)
fuzzy gréafnak, ha Y C X ésT = R.

4. Ut és 6sszefiiggsség

Fuzzy grafokban az utat, kort és az utak hosszat ugyanigy tudjuk definialni, mint nemfuzzy
grafok esetében. Erdemes definialni az utak erdsségét az ut éleinek erdsségeibdl:

4.1. Definici6. Legyen G = (X, R) egy fuzzy graf. p := (2ox1...2n_12,) €gy n hosszi Gt. A
p Ut erdssége 3
min R(xi_l,wi)
i=1,...,n
Definiadlnunk kell egy metrikat a cstcshalmazon, amit meg is tesziink:
4.2. Definicié. Legyen G = (X, R) egy fuzzy graf. Béarmely p = (xo,1,...,%,) esetén
definidljuk p R-hosszat a kovetkezSképpen:

1

I(p) == ; RS

Tovabba n =0 <= [(p) = 0. Definialjuk a p R-tavolsagat a kovetkezképpen:
d(z,y) := min{l(p) : p egy Ut x és y kozott}

Tovabba ha nem létezik p at x és y kozott <= do(x,y) := oo.

4.1. Allitas. Legyen X egy véges halmaz, R eqy szimmetrikus fuzzy reldcic X-n. Ekkor a d
figguény egy metrika X-n.

Természetesebb lenne gy definidlni az x és y cstucsok tévolsagot, hogy a kozottik 1évs
legrovidebb legerésebb ut. Ez azt jelenti, hogy a legrévidebb utak koziil a legerésebb. Viszont
ez nem teljesiti a hiromszog-egyenlStlenséget. Most térjiink at az Osszefiiggbségre. Ehhez be
kell vezetniink egy fuzzy relaciok kompozicidjat, hatvanyat és co-edik hatvanyat:

4.3. Definicié. Legyenek X,Y,Z halmazok, R fuzzy relacié X-bsl Y-be, Q fuzzy relacié Y-bol
Z-be. Ekkor R o Q egy fuzzy relaci6 X-bsl Z-be, ami a kovetkezSképpen van definialva:

V(z,z) e X X Z : (Ro Q)(ac,z) = I;lgzcmin{]?(:c,y),é(y,z)}

Ezt a relaciot R és @ kompozicibjanak nevezziik.



4.2. Allitas. A kompozicioképzés asszociativ.

4.4. Definici6. Legyen X halmaz, R fuzzy relacio X-n. Ekkor értelmezziik a R fuzzy relacio
hatvanyait a kdvetkezéképpen:

R*(z,y) == (Ro R)(z,y), R (z,y):=(RFoR)(z,y) (k>2), R®(z,y) = sup RF(z,y)

Fuzzy relaciok kompozicidja véges halmazok felett éppen a matrixszorzast adja vissza, ahol
az Osszeadas a maximum-, a szorzas a minimumfiiggvény. Tehét érdemes felirni a matrixrep-
rezentansaikat és igy Gsszekomponalni a fuzzy relacidokat. Egy fuzzy relacié oo-edik hatvanya
éppen a legnagyobb értéki hatvanyrelacio lesz.

Az Osszefligglséget egy relacioként vezetjiik be a csiicsok kozott:

4.5. Definicié. Legyen G = (X, R) egy fuzzy graf. Azt mondjuk, hogy az z,y € X cstcsok
Ossze vannak kotve, ha vezet kozottiik tt.

4.3. Allitas. Az elébb bevezetett reldcid eqy ekvivalenciareldcio, amelynek osztdlyait Gsszefiig-
gdségi komponenseknek nevezziik.

4.4. Allitas. Az z és y csics pontosan akkor van dsszekotve, ha Roo(x, y) > 0.

A bizonyitas sordn azt kell vizsgalni, hogy az utak erdssége hogyan valtozik, ha a fuzzy
relaciét hatvanyozzuk. Ezek alapjan tudjuk definidlni az 6sszefliged fuzzy grafot:

4.6. Definicié. Egy G = (X, R) fuzzy graf Osszefliggd, ha minden csicsabdl minden masik
cstcsba vezet ut, azaz Vo,y € X,z # y : R®(z,y) > 0.

Egy fuzzy grafot definialé fuzzy relacidéjanak co-edik hatvianya azt mondja meg, hogy van-e
at két csics kozott. Egy fontos tétel a kézfogasi tétel, amit lehet altaldnositani fuzzy grafokra
is. Ehhez el@szor definialnunk kell cstcsok fokait:

4.7. Definicié. Legyen G = (X, R) fuzzy graf. Ekkor az = € X cstics foka a kévetkezo:
d(z) =) R(z,y)
yF#T

4.1. Tétel (Kézfogasi tetel fuzzy grafokra). Legyen X véges halmaz, R eqy szimmetrikus fuzzy
relacio X-n, és G = (X, R) fuzzy graf. Ekkor

Yodw)= > Ry
veEX (z,y)EX2:z#y

A bizonyitashoz azt kell észrevenniink, hogy nemfuzzy grafokban az éleket kell Osszeszé-
molni, hogy megkapjuk a fokok Osszegét. Tovabba mivel irdnyitatlan grafban szamoltunk,
ezért minden élt kétszer kaptunk. A hurokéleket kihagytuk.



5. Hidak

Tekintslink egy fuzzy grafot és téroljiink egy élt. Feltehetjiik azt a kérdést, hogy mi torténik
a fuzzy grafban 1év6 utak erdsségével. Elképzelhets, hogy egyes élek torlése nem igazan
befolyasolna a fuzzy grafot, de létezhetnek olyan élek is, melyek gyengitenék a fuzzy grafok
Osszes utjat. Ezt agy érdemes elképzelni, hogy egy hazban kivesziink egy tartdelemet, és
mennyire befolyasolja a haz stabilitasat. Nevezziik hidaknak azon tartéelemeket, melyek
gyengitik a héz stabilitdsat kivételiik utan. Precizebben:

5.1. Definici6. Legyen G = (X, R) egy fuzzy graf, és x,y két diszjunkt csiucsok. Legyen
G' = (X, R') az a fuzzy graf, melyet tgy kapunk, hogy térdljiik az (z,y) élt. Azt mondjuk,
hogy (z,y) egy hid G-ben, ha Ju,v € X : R'®(u,v) < R*®(u,v).

A kovetkezd allitas egy egyszerd atfogalmazasa a definicionak:

5.1. Allitas. (z,y) pontosan akkor egy hid, ha léteznek olyan u,v csicsok, hogy a kézottik
lévd legerdsebb ttjainak egy éle (x,y).

A kovetkezd egyszeri tétel ekvivalens feltételeket mond a hidakra:
5.1. Tétel. G = (X, R) eqy fuzzy grdf, és x,y két csics. FEkkor a kévetkezd ekvivalensek:
1. (z,y) egy hid G-ben
2. barmely G-beli kornek (z,y) nem a leggyengébb éle
3. R'>(z,y) < R(z,y)
Bizonyitds.

1. — 2.: Indirekten tegyiik fel, hogy létezik olyan G-beli kor, melynek leggyengébb éle (z,y).
Ekkor létezik olyan ut x és y kozott, melynek erdssége nem valtozik, ha toroljik az
(z,y) élt. Azaz, nem léteznek olyan csicsok, melyek kozott (z,y) a legerésebb tt, ami
ellentmondas.

2. — 3.: Indirekten tegyiik fel, hogy R’OO(EC, y) > R>®(z,y). Ekkor létezik olyan ut x és y kozott
G’-ben, amelynek az erdssége > R(x,y). Ez az ut (x,y) éllel egylitt egy kort alkot, ahol
(z,y) a leggyengébb él., ami ellentmondas.

3. — 1.: Ha (x,y) nem egy hid, akkor R'®(z,y) = R®(z,y) > R(x,y), ami ellentmondés.
]

A bizonyitis megtalalhatd a felhasznélt forrasunk 26. oldalan. A 3. feltétel azt mondja
ki, hogy az (z,y) hid az x és y cstcsok kozotti legerdsebb (egyéli) ut, azaz a tobbi ut x és'y
kozott csak gyengébb lehet, mint (z,y) él eréssége. Ha egy él teljesiti a 2. és 3. feltételeket,
akkor annak torlése biztosan hatéssal van a fuzzy graf utjainak erfsségére, azaz gyengiilnek.



6. Fuzzy erdék

Ebben az alfejezetben a fuzzy erdskrsl lesz szo. Ugy szeretnénk definialni, hogy létezik olyan
kormentes részgrafja, amelyben van Gt minden olyan x és y csics kozott, amelyek Gssze vannak
kotve az eredeti grafban. Ha ez a kormentes részgraf megegyezik a graffal, akkor kapunk egy
erd6t, tehat minden graf egy fuzzy graf.

6.1. Definici6. Azt mondjuk, hogy G = (X, R) egy fuzzy erds, ha létezik F' = (X, T)
kormentes fuzzy részgraf G-ben, hogy V(z,y) € F : R(z,y) < T (x,y).

6.1. Tétel. Egy G fuzzy grdf pontosan akkor egy fuzzy erdd, ha G bdrmely korében létezik
egy (z,y) él, hogy R(xz,y) < R'*°(x,y), ahol G' = (X, R') G-nek egy olyan parcidlis fuzzy
részgrifia, amelyet az (x,y) €l torlésével kapunk.

A bizonyitas megtalalhaté forrasunk 28. oldalén, és konstruktiv, ezért egy példan keresztiil
fogjuk megmutatni.

c

2. 4bra.

Azt fogjuk belatni, hogy a fenti fuzzy graf egy fuzzy erds. Ennek a fuzzy grafnak a koreit
kell vizsgalni. Vegyiik észre, hogy barmelyik kor leggyengébb éle 0.5. Ez fontos észrevétel,
ugyanis a vizsgalt korokben érdemes a leggyengébb élt térolni. Toroljik az AB élt, és ki kell
szamolnunk az A és B kozotti utak erdsségét. Ha van olyan ut, melynek erdssége nagyobb
mint 0.5, azaz 1, akkor nyert ligylink van. Itt az ADB 1t erGssége 1, tehat 1étezik ilyen ut. Az
AC élt vizsgalva ugyanigy ADC egy megfelel6 ut. Ha toroljik a BC élt, akkor egy megfeleld
ut BDC. Osszesitve, minden kérben van olyan él (ez a minimalis erésségii ¢1), amelyet torolve
még van olyan ut, amely erésebb, mint a torolt él. Tehét a vizsgélt fuzzy graf egy fuzzy erdd.
Itt az F fuzzy részgrafot gy kapjuk, hogy addig torliink élt, mig kérmentes fuzzy részgrafot
nem kapunk. Mivel minimélis éleket toroltiink, ezért az F-ben 1évé utak a G-beli csicsok
kozott biztosan erésebb, tehat megkapjuk a definiciobeli egyenlStlenséget. Azt is érdemes
megjegyezni, hogy ha G Osszefiiggs, akkor F Gsszefligg$ marad. A vizsgalat soréan nincs olyan
lépés, ahol F szétesne. Az F fuzzy részgraf nagyban befolyésolja a G fuzzy erdét, amelyet a
kovetkezd allitds mond ki:

6.1. Allitas. Ha G egy fuzzy erds, akkor F élei G hidjai.



A bizonyitas megtalalhaté a forrasunk 29. oldalan. Nézziik a fenti fuzzy erdét. Az F
fuzzy részgrafot ugy kapjuk meg, hogy V(z,y) € F : R(z,y) > T>(z,y). Azon élek, melyek
erdssége 1, biztosan F-beli lesz. Tovabba az ABC kor egyik éle sem lesz benne F-ben: ha
legalabb ketté éle lenne benne F-ben, akkor F nem lenne kormentes. Tovabbé 0.5 > 1 nem
teljesiil, tehéat egyik él sem lesz benne F-ben. A nem F-beli élek biztosan nem hidak, mert
torlésiikkel nem valtozik a csicsok kozotti utak eréssége. Tovabbé az F-beli G hidjai, mivel
barmely korben van néluk gyengébb él.



