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1. Bevezetés

A végtelen grafok témakore széles és sok kisebb fejezetbdl all. Ezek koziil néhéanyrol szeretnék
szOt ejteni, par, a cstcsok kiilénb6z6 szinezésére vonatkozo eredmény ismertetése mentén.

1.1. Definici6é. Az X graf kromatikus szama az a legkissebb szdmossag, ahany szinnel
6 jolszinezhets. Jolszinezés alatt a cstcsok egy olyan szinezését értjiikk, ahol barmely két
szomszédos cstcs kiillonboz6 szind. A kromatikus szam jelolése Chr(X).

A végtelen vilagaban nem minden mikodik tgy, mint ahogy az a véges esetekben megszo-
kott, ezért azt sem vehetjiik evidencianak, hogy minden grafnak létezik kromatikus szama.
Arrél nem is beszélve, hogy kiilonb6zé halmazelméletrdl és igy kiillonbo6z6 tulajdonsagokkal
bir6é végtelenekrsl beszélhetiink, ha mas alapaxiomékbol indulunk ki. Galvin és Komjath
bebizonyitotta [1]-ben, hogy ZFC-ben minden graf esetében értelmes a kromatikus szam,
mint kifejezés.

1.2. Tétel. Galvin, Komjath
Ha igaz a kivalasztasi axioma, akkor minden grafnak létezik kromatikus szama. Sé&t, ez a
két allitas ekvivalens.

Van egy masik érdekes, a grafok szinezését leiré mennyiség is, ezt ErdGs és Hajnal vezette
be [2]-ben.

1.3. Definicié. Az X graf szinezési szama az a legkisebb k szamossag, amelyre létezik a V'
csticshalmaznak egy olyan < jolrendezése, hogy minden x € V' k-nél kevesebb nala < szerint
kisebb csticesal van 6sszekdtve.

1.4. Megjegyzés. Ha Col(X) = k és < a hozza tartozo jolrendezés, akkor transzfinit re-
kurzioval < mentén meg tudjuk adni X egy jolszinezését  szinnel, vagyis Col(X)< Chr(X)
mindig teljestl.

2. A kromatikus és szinezési szam tulajdonsagai

A kovetkezdkben ennek a két fogalomnak a segitségével vizsgaljuk a végtelen grafok miiko-
dését.

2.1. Allitas. &, A végtelen szamossagok, ekkor a kovetkezdk teljesiilnek:

1, Col(K,) =&

2, Col(Kur) =k

3, k < Ara Col(K, \)= k"



Erdekes kérdés, hogy egy graf milyen viszonyban van az 6 részgrafjaival a 2 vizsgalt mennyi-
ségiinket illeten. Az egyik legalapvetébb eredmény a kovetkezd Erdéstsl és de Bruijntél
szarmazo tétel [3|-bol.

2.2. Tétel. Erdds-de Bruijn
Ha egy graf minden véges részgrafja jolszinezhets n szinnel, ahol n egy természetes szam,
akkor az egész graf is jolszinezhetd n szinnel.

Egy kiilon témakor, hogy bizonyos kromatikus szamu végtelen grafok milyen véges részgra-
fokat tartalmazhatnak, de itt most a végtelen esetekbdl vizsgalunk parat.

2.3. Tétel. Erdss, Hajnal

Legyen k egy végtelen szamossag. Ekkor a kovetkezok allithatok:

1, Ha X egy olyan graf, amire Chr(X)>x, akkor létezik egy olyan Y részgrafja, amelyre
Chr(Y)> k szintén teljesiil és minden csticsanak a foka > k.

2, Ha X egy olyan graf, amire Col(X) > &, akkor létezik egy olyan Y részgrafja, amelyre
Col(Y)> k szintén teljesiil és minden csucsanak a foka > k.

2.4. Allitas. Legyenck x > w regularis, A\ < x szdmossag. Legyen az X, (a < \) grafok
ugyanazon a V csicshalmazon olyanok, amelyekre Col(X,)< r teljesiil. Ekkor az § X =
J X, uni6jukra is teljestil, hogy Col(X)< k.

a<

2.5. Allitas. s végtelen szamossagra a kovetkezd allitasok ekvivalensek:
1, Col(X)< k™
2, X felirhat6 x erd6 uniojaként.

Shelah szingularis szamossagokra a kovetkezét bizonyitotta be [4]-ben.

2.6. Tétel. Szingularis szamossagok kompaktsagi tétele
Ha A\ > k végtelen szamossagok, A szingularis és X egy olyan graf, amely minden |Y| < A
részgrafjara teljesiil, hogy Col(Y) < k, akkor Col(X) < k.

2.7. Megjegyzés. Ha egy graf minden OsszefiiggGségi komponense jolszinezhetd megszam-
lalhato szinnel, akkor az egész graf is. Atfogalmazva, ha Chr(X)> w, akkor létezik egy
osszefiiggd Y részgrafja, amire Chr(Y)> w. Ezt Komjath tovabb javitotta [5]-ben, a kovet-
kezére.

2.8. Allitas. Ha Chr(X)> w, akkor létezik egy n-szeresen Gsszefiiggé Y részgrafja, amire
Chr(Y)> w, minden n-re.

2.9. Megjegyzés. Egy joval nehezebb bizonyitassal megmutathato, hogy olyan n-szeresen
Osszefliggd Y is talalhato, ahol minden cstics fokszama végtelen.

A kovetkezd kérdés viszont még nyitott.

2.10. Sejtés. Erdds, Hajnal
Ha Chr(X)> w, akkor X-nek létezik egy Osszefiiggd Y részgrafja, ami w-Osszefliggs.

Részeredmények mar voltak ezt illetGen. A kovetkezs 2 allitast Komjath bizonyitotta [6]-ban

és |7]-ben.



2.11. Allitas. Konzisztens, hogy minden |X| =Chr(X)= R, grafnak létezik w-osszefiiggs Y’
részgrafja, amelyre Chr(Y)= N;.

Ugyanakkor az is konzisztens, hogy létezik olyan |X| =Chr(X)= ®; graf, amelynek egy
Chr(Y)= ¥y részgrafja sem w-osszefiiggs.

Galvin tette fel a kérdést, hogy a részgrafok kromatikus szama rendelkezik-e valami, a ko-
zépértéktételre hasonlito tulajdonsaggal. Azt értette ezalatt, hogy egy adott X grafra és egy
A <Chr(X) szamossagra van-e Chr(Y)= X tulajdonsaggal rendelkez6 részgrafja X-nek.

A kovetkezs eredményt szintén Komjath bizonyitotta [6]-ban.

2.12. Allitas. Komjath
Konzisztens olyan graf létezése, amire | X| =Chr(X)= Ny, de nem tartalmaz Chr(Y)= &,
részgrafot.

A kovetkezdkben grafok szorzatanak kromatikus szamara néziink allitasokat.

2.13. Definicio. (V. ,X), (W,Y) 2 graf. Az & szorzatuk az a (V x W | X x Y) graf, ahol
XxY ={{<v,w><vw >}:{v,v} e X {ww} €Y} Roéviden csak X x Y-al fogjuk
jelolni ezt a szorzatot.

2.14. Tétel. Hajnal
Ha Chr(X)< w <Chr(Y), akkor Chr(X x Y) =Chr(X).

2.15. Megjegyzés. Ennek egy kovetkezménye, hogy ha Chr(X), Chr(Y') véges, akkor
Chr(X x Y) is.

2.16. Tétel. Hajnal
K végtelen szamossagra léteznek olyan X, (o < k™) grafok 2%-an, hogy Chr(X,) = x*, de
Chr(X, x Xo)= Kk, minden a # o/ < k-ra.

Ezt és az el6z6 eredményt Hajnal [8]-ban bizonyitotta.

2.17. Tétel. Ha x végtelen szamossag és n egy természetes szam, akkor megadhato ugy
kT graf, mind 2 szamossagu, hogy koziililk barmely n szorzata x* kromatikus szamu, de
barmely n + 1 szorzata mar csak « kromatikus szamu.

2.18. Tétel. Hajnal

Ha Chr(X) , Chr(Y) > £, Chr(X x Y ) < &, akkor Chr(X’) < &, Chr(Y’) < & teljesiil
minden |X'| = & , |Y'| = k részgrafra.

2.19. Tétel. Soukup

Az altalansoitott kontinuum hipotézissel konzisztens olyan | Xy| = | X;| = Chr(X,) = Chr(X;)
= wy grafok létezése, amelyek szorzatara Chr(Xy x X;) = w.

[9]-ben olvashato ennek a bizonyitasa.

2.20. Tétel. Thomassen
Ha Col(X) > k, akkor létezik egy k-élosszefliggd Y részgrafja X-nek, amire Col(Y) > k.

2.21. Tétel. Thomassen
Ha Chr(X) > &, akkor létezik egy there is a k-él0sszefiiggs Y részgrafja X-nek, amire Chr(Y)
> K.

Ez utoébbiakrol pedig [10]-ben olvashatunk.
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