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Bevezetés

Az Euklideszi Ramsey elmélet a Ramsey elméletnek egy rendkiviil érdekes, féleg geometriai vonat-
kozasu kérdésekkel foglalkoz6 aga. Egy tipikus feladat azt kérdezi, hogy milyen K pont konfigura-
ciéra és n, r értékekre teljesiil, hogy R™ minden r-szinezésében taldlhaté K-val egybevagé egyszinti
konfiguracié. A feladatnak szamtalan kiilonb6z6 valtozata ismert, példaul az egyes szinosztalyok-
ban kereshetiink kiilonboz6 konfiguraciékat, vagy éppen egybevagésag helyett tekinthetiink mas
transzformaciékat. Az 1970-es években jelent meg Erdés és tarsainak haromrészes cikksorozata,
Euklideszi Ramsey elmélet cimmel [2] [3] [4]. Ebben rengeteg kérdést vetettek fel, sokat meg is vala-
szoltak. Azonban vannak koztiikk mostandig megoldatlan feladatok is. A témakor egyik leghiresebb
nyitott kérdése az tigynevezett Hadwiger—Nelson probléma: Mennyi a sik kromatikus szama, azaz
legkevesebb hany szinnel lehet kiszinezni a sik pontjait tgy, hogy ne legyen két egyszinii pont egy-
ségtavolsagra? A pontos érték meghatarozasa meglehetosen nehéz feladatnak bizonyul. Egyszert
példak mutatjak, hogy hét szin elég, de harom szin nem. Sokdig nem sikeriilt ezen korlatokon javi-
tani, igy nagy visszhangot keltett, mikor 2018-ban de Grey [5] igazolta, 4 szin sem elég. Ezaltal a

teriilet Gjra nagyobb figyelmben részesiilt az utébbi években.

A vizsgalt feladat

Elsésorban a Hadwiger-Nelson probléma kovetkezd, aszimmetrikus valtozatat vizsgaltam, melyet
Erdés és tarsai vetettek fel cikksorozatukban. Milyen K konfiguraciékra teljesiil, hogy a sik minden
piros-kék szinezésében taldlhat6 vagy egységtavolsagu piros pontpar, vagy K-val egybevagé egyszi-
nt kék konfiguracié? Erdésék azt sejtették, hogy K jé valasztdasa példaul az egységnégyzet. Néhany
évvel kés6bb Juhasz [7] ennél tobbet bizonyitott: minden 4 pontiu konfiguracié teljesiti a feltételeket.
A kérdést a kovetkezoképp altalanosithatjuk: R™-nek egy piros-kék szinezését nevezziik megenge-
dettnek, ha nem tartalmaz egységtavolsagu piros pontpart. Standard szinezésrél akkor beszéliink,
ha megengedett, és a piros pontok 1/2 sugaru nyilt gombok uniéjaként all el6. Kérdés, hogy mek-
kora az a legnagyobb k, érték, melyre teljesiil, hogy tetszdleges %k, pontu K konfiguracié esetén R"
minden megengedett szinezésében létezik K-val egybevago egyszinl kék konfiguraci6. Tehat Juhasz
azt igazolta, hogy ko = 4. Mar Erddsék cikkében is megjelent, hogy kg feliilrol korlatos. Ezt egy nem
éppen optimalis rdcsmenti szinezés-konfiguracié parral igazoltdk, konfiguracijuk 1012 pontdl 4llt.
Juhdsznak sikeriilt a fels6 korlatot 11-re csokkentenie, majd Csizmadia és Té6th [1]] tovabb javitott
ezen: A 2 oldald haromszogracshoz tartozé standard piros-kék szinezésben egy 8 pontu ellenpéldat
talaltak. Vegyiink egy szabalyos hétszoget, melynek koriilirt kore 1-nél kicsit kisebb. A konfiguraci6
alljon a hétszog cstucsaibdl illetve a korilirt kor kozéppontjabél. Megmutattak, hogy a 8 pont koré
irt 1/2 sugard korok unigjaba mindenképp esik egy racspont. Tehat a konfiguraciénak a megfeleld

korhoz tartozé pontja mindenképp piros pontra esik.



Erdésék cikkében leirt szinezést és konfiguraciét konnyen kiterjeszthetjiik magasabb dimenziés ese-
tekre, igy %k, végessége azonnal adddik, de az igy kapott korlat tovabbra sem optimalis. Ennél egy
kicsivel jobb korlatot ad a kovetkezé konstrukecio:

Vegyiink egy maximalis egységgombokbol allé pakolast. Ekkor a gomboket kétszereseikre novelve
lefedik a teret. Vegyiik a pakolas kézéppontjaihoz tartozé standard szinezést. A konfiguraciét a ko-
vetkezoképp hatarozzuk meg: Egy 2 sugard gombot fedjiink le 1/2 sugart gombokkel. C.A. Rogers [8]
tétele alapjan nagy n esetén ehhez elég (4 + o(1))"* gémb. A konfigurécié alljon ezeknek a ggmboknek
a kozéppontjaib6l. A pakolds maximalis elemszama miatt egy 2 sugaru gomb mindenképp tartal-
mazza a pakolads egyik gombjének kozéppontjat. Az ehhez tartozé piros gémbbe tehat mindenképp

esik pontja a konfigurdciénak, igy nagy n esetén &, <(4+o0(1))".

Felvet6dik a kérdés, vajon mennyiben egyszertisodik feladatunk, ha az egybevagésagi transzforma-
ciok halmazat kizarélag az eltolasra szukitjik. Szlam cikkében [9] ezt a kérdést vizsgalta. Jeldljik
k;-el a modositott feladatra vonatkozo &, értéket. Természetesen &, < k,,.

Szlam 1. lemmaja azt allitja, hogy y(R") < k}: Vegyiink egy konfiguracié-szinezés ellenpélda part
ugy, hogy a konfiguracié a leheté legkevesebb pontbdl alljon. Pontjai legyenek a1,...a;. Ez alapjan
megadjuk R™-nek egy k-szinezését. Egy p pontot a legkisebb olyan i szinnel szinezziik, melyre p +a;
piros. A feltételek alapjan minden pontot kiszineztiink és egyik szinosztalyban sincs egységtavolsagu
pontpar. Tehat valéban, y(R") <k =k} +1. A lemmat és de Grey eredményét (miszerint y(R?) = 5)
osszevetve adédik Juhdsz tételének erdsebb valtozata: k; = 4.

Magasabb dimenziéban a kromatikus szdmra sokaig csak linedris alsé korlatok voltak ismertek. Igy
nagy attorést jelentett, mikor Frakl és Wilson [6] halmazrendszerek segitségével exponenciilis kor-
latot mutatott: y(R™)=(1.2+0(1))". Bizonyitasuk otlete a kovetkezd: Tekintsiik az n dimenzids tér
néhany pontjat, mint n hosszu 0-1 sorozatokat. Ezek megfeleltethetéek az n elem halmaz bizonyos
részhalmazainak gy, hogy két pont akkor és csak akkor hataroz meg egységtavolsagot, ha a hoz-
zéjuk tartozé két halmaz metszete adott méretti. Igy atfogalmazhatjuk a kérdést: Maximum hény
halmazt valaszhatunk ki ugy, hogy egyik halmazparnak se legyen tiltott elemszam (azaz egységta-
volsagu pontpart eredményez6) metszete? Az deriil ki, hogy nem lehet "tdl sok" halmazt kivdlasztani,
ami azt jelenti, hogy a kivalasztott pontok koziil "kevés" keriilhet egy szinosztalyba.

Tehat ez azt jelenti, hogy még az egyszerusitett feladara sem létezik kicsi ellenpélda.

Szlam 2. lemmaja egyfajta dudlisa 1. lemmajanak. Ha y(R™) < k és ezt olyan k-szinezés igazol-
ja, melyben a szinosztalyok egymads eltoltjai, akkor %, < k.: Legyenek az adott szinosztalyok: C,
C+vyp...C+vp_1. C pontjait szinezziik at pirosra, a tobbi pont legyen kék. Ez egy megengedett szi-
nezés. Alljon a konfiguraci6 az eltolas vektorokbdl, azaz K := {0,v1,...v;_1}. Konnyen ellendrizheto,
hogy K a k-szinezésnek minden szinosztalyabél 1-1 pontot tartalmaz, igy a piros C halmazbdl is.

A sik j6l ismert 7-szinezése megfelel a lemma feltételeinek, igy k5 < 7 adédik.



Tovabbi tervek

A témakor még rengeteg izgalmas kérdést tartalmaz. Kovetkezo félévben azt szeretném megvizsgal-
ni, mennyiben médosul a feladat, ha az euklideszi metrika helyett egy masik metrikat valasztunk.
Elsésorban Minkowski terekre szeretnék majd koncentralni. Elsé megfigyelésként elmondhatjuk,
hogy Szlam két lemmaja tetszéleges eltolds-invaridns metrikara teljesiil, igy a Minkowski terekben
tovédbbra is érvényes marad % és a kromatikus szdm kozti szoros kapcsolat. Kérdés, ez esetben
milyen fels6 korlatokat mondhatunk %, értékeire, illetve, hogy specidlisan a sikban miként lehetne
modositani a Csizmadia-Té6th konfiguraciét. Valészinileg j6 alsé korlatot adni nehéz feladat. Eddig
egyediil az [, normak esetén ismert exponencidlis alsé korlat: ez Frankl és Wilson bizonyitasanak

kis médositasaval adodik.
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