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1. Bevezetés

A sztochasztikus folyamatok modellezése érdekes kérdéseket vet fel. J6 modszer lehet
a modellezésiikre, hogy a folyamatra Markov-lancként tekintiink, vagyis azt feltéte-
lezziik, hogy a jovébeli érték, csak a jelenbeli értéktsl fiigg, a multbeli értékektdl nem.
Ez formalisan azt jelenti, hogy

P(Xn+1 = $n+1|X1 - 93'1,X2 =XT2,... aXn = zn) = P(Xn+1 - xn+1|Xn = xn)

A dolgozatomban azt vizsgilom, hogy bizonyos esetekben nem lenne-e haszno-
sabb, ha a folyamatot magasabb rendd Markov-lanccal modelleznénk, azaz hosszabb
memoriat feltételeznénk. Ennek azonban egyik hatranya, hogy a modell rendjének
novelésével né a modell komplexitasa, ezaltal tobb adatra van sziikség a megbizhato
modellezéshez, ami nem mindig all rendelkezésre. A projektem célja bemutatni, hogy
hogyan érdemes meghatarozni egy Markov-lanc rendjét.

A munkam soran tobb cikket tanulmanyoztam a téméaban, melyek kiillénb6z6 mod-
szerekkel, mutatokkal vizsgaltak halozatok rendjét.

A [1] cikkben az internetes oldalakon valé bongészést figyelték meg. Itt a kuta-
tas célja a halozat emlékezetének meghatarozasa volt. Mivel a felhasznalok linkeken
keresztiil kozlekednek, ezért azt varjuk, hogy a legalabb els6rendd modellek jobban
teljesitenek, mint a nullarendd modell, azonban az eredményekbdl az latszik, hogy
weboldalak szintjén a nullarendd modell mutatéi bizonyultak a legjobbnak. Ennek
oka valosziniileg az, hogy a komplexebb modellek megtalaldsdhoz nem all rendelke-
zésre elegendd adat. De ha a weboldalakat témakorok szerint csoportositjuk, akkor
méar a mutatokban is megfigyelheté a magasabb rendd modellek eredményessége.

A |2] cikkben kiilonb6z6 halozatokon vizsgaltak az elsé- és a masodrendd modellek
kozti kiilonbséget.

A mault félévi munkamat folytatva a beszamolémban ismertetek a cikkekben leirt
modszerek koziil néhanyat, majd ezeket egy valés mintan mutatom be.

Ahogy mar emlitettem, a magasabb rendi modelleknél gondot okoz a paraméte-
rek szaménak gyors novekedése, ezért ebben a félévben a [3] és a [1]| cikkek alapjan
bemutatok egy modellt, ami kikiiszoboli ezt a probléméat. Ezt a médszert alkalmazva
szintén Osszehasonlitom a valés mintan a kiilonb6zé rendd modelleket.



2. LAMP modell

A magasabb rendd Markov-lancok modellezésének egyik nehézsége, hogy a rend no-
velésével a paraméterek szama exponencialisan ng, ami magasabb rendd modelleknél
azt eredményezheti, hogy nem &ll rendelkezésre elegendé adat a paraméterek becs-
léséhez. Ezt a problémat kezeli a LAMP (Linear Additive Markov Process) modell.
A hagyomanyos k-ad rendii Markov modellhez hasonléan ez a folyamat is az el6z6 k
allapotra emlékszik vissza, azonban megdérizve az elsérendd modell egyszertiségét az
atmenetmatix mérete nem né a rend novelésével, helyette £ darab dtmenetmatrixot
hasznalunk fel.

Legyen az allapottér n elemi, a minta t-edik elemét jelolje i;. Legyen adott egy
Y eloszlas az {1,2...,k} halmazon, tovabba k darab n x n-es d&tmenetmatrix, ezek
koziil a p-ediket jelolje a*. Az a*(i;|i,—,,) jelolje az i;—, i, Atmenet valoszintiségét az a*
atmenetmatrix szerint. Ekkor a LAMP modell az &tmenetmatrixot az alabbi képlettel
hatarozza meg;:

k
P(ili—1, -2, i—k) = Z U (p)a* (iglir—p)
pn=1

A modellben a 1) eloszlas hatarozza meg, hogy a multat milyen gyorsan "felejtjiik
el", mig az a* méatrix reprezentalja a u-lépéses atmenetvaloszintiségeket.

2.1. Paraméterek becslése

A modszer alkalmazasahoz elsg 1épésben meg kell becsiilniink a 1 eloszlast és az a
atmenetmatrixokat. Ehhez EM algoritmust hasznéltam az alabbi iteracios lépésekkel,
ahol I az {iy,is,...,ir} L hosszi mintat jeloli.

_ Zt P(zy = pl|I)
Zt,u P(xt = V|I)
Ple — wir — i — i
a(i']i) = > Pla Ma_’ét " Za_lt' i|I)
S Plan = iy = ill)

A fenti képleteket a kovetkezs Osszefliggés segitségével szamolhatjuk ki:

at (14|7,—
Play = pll) = W)
Zy ¢(V)a (Zt‘ltfu)
A paraméterek meghatarozaséanal tovabbi kérdés, hogy milyen kezdGértékkel indit-
juk el az iteraciot. A valés mintan a paraméterek becslése soréan tobb kezdgértékkel is

probélkoztam, és Osszehasonlitottam a becslés végén kapott paraméterekhez tartozo
likelihood értékeket.

Y(p)




3. Optimalis rend kivalasztasanak modszerei

Ebben a fejezetben az optimalis rend kivalasztasanak néhany lehetséges modjat mu-
tatom be.

3.1. Likelihood-hanyados moédszer

A likelihood-hanyados modszer soran felirjuk a k-rendd 6 atmenetméatrixhoz tartozo
likelihood fliggvényt. Ezt els6 rendd modell esetén az alabbi képlettel kapjuk:

LB, @) = plaal@u1)p(@n1|2a-s) -+ plaaler) = plar) [T [] i

ahol p;; az atmenet valoszintsége x; dllapotbdl x; allapotba 6, dtmenetmatrix mellett,
n;; az atmenetek szdma a mintdban x;-bél x;-be. Belathato, hogy az dtmenetmatrix
maximum likelihood becslése a relativ gyakorisag.

A modell rendjének novelésével ugyan né a likelihood érték, de ezzel egyiitt né a
modell komplexitasa is. Eppen ezért vizsgalni kell, hogy a magasabb rendi modellhez
tartozo likelihood érték szignifikinsan nagyobb-e. Ennek eldontésére a valoszintiségi
hanyados probat alkalmazzuk. Nullhipotézisként azt tessziik fel, hogy a modell k
rendd, alternativ hipotézisként m rendet feltételeziink, ahol m > k. A probastatisztika
értéke a kovetkezd:

kMm = —2(log L(0k, ) — log L(0,,, ))

Az igy kapott 1, statisztika a nullhipotézis mellett y? eloszlast kovet, melynek sza-
badsigfoka a Markov modell esetén (].S|™—[S]¥)(|S|—1), a LAMP modellt alkalmazva
pedig (m — k)|S|(|S| — 1) +m — k. Ahol S a lehetséges allapotok halmazat jeloli.

Ennek a modszernek az egyik hatranya, hogy egyszerre csak két modellt tudunk
tesztelni.

3.2. Akaike-féle informacios kritérium

A kiilénb6z6 rendti modellek 6sszehasonlitasara segitségiinkre lehetnek kiilonféle in-
formacios kritériumok, ezek koziil az egyik az Akaike-féle informéacios kritérium, me-
lyet a kovetkezs képlettel kapunk:

AIC = —2log L + 2k,

ahol k a becsiilt paraméterek szama, L a modell likelihood fliggvényének maximum
értéke.
Tehat az informaciés kritérium i-ed rendii Markov modell esetén:

AIC(i) = —2log L + 2(|S|)(|S| — 1)
Az i-ed rendid LAMP modellre pedig:

AIC(i) = —2log L+ 2(i]S|(|S| = 1) + i — 1)



A modell annéal jobb, minél alacsonyabb AIC" értéket kapunk.

Az Akaike-féle informécios kritérium egy valtozata, amikor kivalasztunk egy refe-
renciamodellt, majd a vizsgéalt modellre a fenti moédon szamolt informaciés kritérium-
bol kivonjuk a referenciamodellre szédmolt informécios kritériumot. Ett6] a modositas-
t6l természetesen nem véltozik meg, hogy melyik modellhez tartozik a legkisebb AIC'
érték, ugyanakkor ez a meghatéarozas jobban szemlélteti a modellek kozti kiilonbséget.

3.3. Bayes-féle informacios kritérium

Egy mésik gyakran hasznalt informacios kritérium a Bayes-féle informacios kritérium
n elemd mintéra:

BIC = —2log L + klogn,

ahol £k szintén a paraméterek szaméat jeloli.

Ahogy az el6z6 modszerben, itt is a kritérium csokkenése jelenti a modell ja-
vulasat. A Bayes-féle informacios kritériumnak szintén létezik a referenciamodellel
Osszehasonlitott valtozata.

3.4. Cross Validation

Els6 1épésben felosztjuk a mintat két részre, egy tanité halmazra, amin megbecsiiljiik
az atmenetvaloszintiségeket, és egy validdlé halmazra, amin ellenérizhetjiik az ered-
ményt. Miutan a tanité halmazon megbecsiiltiik az &tmenetvaloszintiségeket, minden
i,j allapotparhoz definidlunk egy r;; rangértékeket, vagyis hogy az x; éllapotbol ha-
nyadik legvalosziniibb, hogy az x; allapotba keriiliink. Ha két allapotba ugyanakkora
valoszintiséggel keriilhetiink, akkor mindkét &llapot a nagyobb rangot kapja. Példaul
ha az z; allapotbol 4 kiilonb6zs allapotba léphetiink 3/8,1/4,1/4,1/8 valoszintiségek-
kel, akkor az r;; rangértékek rendre 1, 3, 3, 4.

A rend novelésével né a lehetséges allapotok szama, igy az egyes allapotokbol
kevesebb fordul el a mintdban. Ez azt eredményezheti, hogy egy allapot a validélo
halmazban el6fordul, de a tanité halmazban nem. Ebben az esetben mindegyik éllapot
a legnagyobb rangot kapta.

Végiil kiszamoljuk a modellhez tartozo atlagos rangot az alabbi képlet alapjan:

D 2 it
> Zj N
ahol n;; az atmenetek szaméat jeloloi x;-bdl z;-be a validalé halmazon.
A kiilonb6z6 rendid modellek koziil a legkisebb atlagos rangut valasztjuk.

3.5. Kétlépéses visszatérés

Ebben a modszerben megbecsiiljiik a k-rendd modellel annak a valoszintiségét, hogy
két 1épés milva ugyanabba az allapotba tériink vissza, majd az igy kapott eredményt
Osszevetjiik a mintaban szerepld kétlépéses visszatérések relativ gyakorisagaval.



Els6 1épésben megbecsiiljiik az atmenetmétrixot a k-rendd modellel, majd ebbdl
kiszamoljuk a staconarius eloszlast. Ezutan felirjuk a P(z,410 = i, 211 = jloz, = 1)
valoszintiséget minden i-re, és ezeket a valoszintiséget Gsszegezziik silyozva a stacio-
narius eloszlassal:

Y P(Xy=i Xy =1) =Y (i) > P(Xpip =i, Xpp1 = j| X, = i)
7 % 7

Az igy kapott érték egy becslés a kétlépéses visszatérés valoszintiségére. Ezt Gssze-
vetjiik a mintaban szerepld kétlépéses valoszintiségek relativ gyakorisagaval. A modell
annal jobb, minél kozelebb all egymashoz a két érték.

3.6. Entroépia

A megfelel6 rend megtalélasdhoz bevezetjiik az entropia fogalmét. Az els rendt Mar-
kov folyamat bettinkénti entrépidja az alabbi képlettel szamolando:

H(Xp1]Xy) = — Z 7(7)pjr log(pjk)
jik
ahol 7 a stacionérius eloszlés.
Magasabb rendd modell esetén a képlet hasonlé annyi modositassal, hogy a felté-
telbe miden megjegyzett allapotot figyelembe kell venni. Tehat példaul masodrendi
modellre:

H(X1| XeXo 1) = = Y 7 (id)piji i log (pij jn)
irj,k
Az optimalis rend megtalalésat jelzi, ha a rend tovabbi novelésével mar nem csok-
ken tovabb az entroépia.

4. Modellezés valos adatokon

A fent bemutatott modszereket valos adatokon is kiprobaltam. A felhasznalt min-
ta napkitorések erdsségét tartalmazza 2002. januar és 2019. méjus kozott. Az adatok
https:/ /www.kaggle.com/datasets/laudiomachadopaulo/solar-flare-list-over-12-years ol-
dalrol szarmaznak. A minta 13 870 napkitorést tartalmazott. Az eredeti adatsorban a
napkitorések erdsségét 211 kiilonbozé kategoriba sorolak, azonban ennyi allapot nehe-
zen kezelhetd a modellezés soran, illetve nagyon sok allapot csak kevésszer szerepelt a
mintaban, ezért az allapotokat 11 kategoriaba vontam Ossze. Az Gsszevont kategoriak
gyakorisagat az 1 abra mutataja, a 2 abran pedig az elsérendid atmenetgyakorisdgok
métrixa lathato.

A modellezéshez R programnyelvet hasznaltam. Az elemzéshez hasznélt forrasko-
dok a https://github.com/TundeEgyed /Markov oldalon taléalhatok.

A projekt soran az els6-, masod- és harmadrendi Markov modelleket hasonlitot-
tam Ossze, magasabb rendd modellek vizsgalatara nem volt lehetdség, mivel ekkor
mar nagyon sok allapot csak egyszer fordult volna el a mintaban.


https://www.kaggle.com/datasets/laudiomachadopaulo/solar-flare-list-over-12-years
https://github.com/TundeEgyed/Markov
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2. 4bra.

4.1. Likelihood

A loglikelihood értékeket a kiilonboz6 rendekre a 3 abra mutatja. Mivel egymasba
agyazott modellekrsl van szo, ezért vizsgaljuk, hogy a magasabb rendd modell szig-
nifikinsan jobb-e. Az 1 tablazatban lathatoak a rendek 6sszehasonlitasa soran kapott



k=1m=2|k=1,m=3|k=2,m=3
kTm 1712 7912 6 200
Szabadséagfok | 1 100 13 200 12 100
p-érték 0 1 1
1. tablazat.

probastatisztika értékek, szabadségfokok és p értékek. A proba alapjan azt mondhat-
juk, hogy csak a masodrendi modell javit jelentGsen az eredményen, a harmadrendi
mar nem.

Log likelihood ériékek

Log likelihood
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3. abra.

4.2. Informacios kritériumok

A modelleket 6sszehasonlitottam az Akaike és Bayes-féle informacios kritériumok se-
gitségével is. Ezek eredményei a 4.2 dbrakon lathatoak. Mindkét informécios kritérium
azt mutaja, hogy az els¢ rendd modell a legjobb.



AIC m = 3 teszt modellel BIC m = 3 teszt modellel
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4.3. Cross Validation

A cross validation moédszer alkalmazasa soran tanulé halmazt a minta elsé 10 000
eleme alkotta, a maradék 3 870 elem keriilt a validalo6 halmazba. Az eredményeket
a 4 abra mutatja. Ez a moddszer megerGsiti az informacios kritériumokkal kapott
eredményt, és az elsérendd modellt javasolja.

Cross Validation
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4. abra.

4.4. Kétlépéses visszatérés

A kétlépéses visszatérési valoszintiségeket vizsgalva azonban azt tapasztaljuk, hogy a
masod- vagy harmadrend® modell kozeliti legjobban a valésagot. Ugyanis a mintaban



annak relativ gyakorisdga, hogy két lépés mulva ugyanabba az allapotba keriiliink
0,31, a kiilonb6z6 rendi modellekkel a 5 tablazatban szerepls értékeket kapjuk. Itt
azt latjuk, hogy a mésod és harmadrendid modellel kapott érték van legkézelebb a
kétlépéses visszatérés relativ gyakorisagahoz.

Order Two-Step Return

1 0.27

2 0.31

=] 0.31
5. 4bra.

4.5. Entroéopia

A kiilénb6z6 rendd modellekkel kapott entropia értékek a 6 tablazatban lathatoak.
Ennél a modszernél azt tapasztaljuk, hogy még a harmadrendd modell esetén is jelen-
tGsen csokken az entrépia, tehat ez alapjan akar a harmadrendi modelllel is érdemes
lehet dolgozni.

Order Entropy Rate

1 0.34

2 0.14

3 0.07
6. abra.

4.6. LAMP modell

Az adatokon kiprobaltam a LAMP modellt is, majd ennek eredményeit dsszevetettem
az el6z6 modellekkel.

Els§ 1épésben megbecsiiltem a v vektort és az a métrixokat. Az EM algoritmust
tobbféle kezdGértékkel is elinditottam, és azt tapasztaltam, hogy a kapott ¢ vektorok
és az a matrixok eltérhehetnek ugyan, de ezek szorzatosszegeként kapott métrixok
az inditastol fiiggetleniil nagysagrendileg egyenlGek lesznek. Az algoritmust 100 is-
métlésszammal futtattam le, de az figyelhetd meg, hogy a likelihood értékek 10-15
ismétlésszam utan mar nem nének jelentGsen.

A paramméterek becslése utan kiszamoltam a loglikelihood értékeket 6todren-
did modellig, ami a 7 abran latahatd. Ezutan megvizsgaltam a modellekhez tartozo
Akaike-féle és a Bayes-féle informécios kritériumokat. Ezeket az eredményeket Gssze-
hasonlitottam egymassal és a Markov modellel, az Akaike-féle informacios kritéium



Modell Paraméterek szama | Loglikelihood | AIC BIC
Markov 1 | 110 -23 753 A7 725 | 48 554
Markov 2 | 1 210 -22 897 50 320 | 57 334
Markov 3 | 13 310 -19 797 74 605 | 166 538
LAMP 1 | 110 -23 753 47 725 | 48 554
LAMP 2 | 221 -23 490 47 423 | 49 089
LAMP 3 | 332 -23 293 47 250 | 49 752
LAMP 4 | 443 -23 136 47 158 | 50 498
LAMP 5 | 554 -23 039 47 186 | 51 365
2. tablazat.

alapjan azt kaptam, hogy a negyedrendd LAMP modell a legjobb, mig a Bayes-féle
az elsérendid modellt javasolja. A loglikelihood értékek és az informéacios kritériumok
a 2 tablazatban lathatoak.

Log likellhood értékek
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