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Fenyőpakolások alkalmazásai
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1 Bevezetés

Ebben a félévben szabadgyökerű matroid alapú pakolások létezésének karakterizálásával foglalkoztam.
Több eredményt sikerült [1]-ből általánośıtani.

2 Matroid alapú fenyőpakolások

Adott egy G = (S, T,E) páros gráf és egy p : T → Z pozit́ıvan metsző szupermoduláris hal-
mazfüggvény, amire p(∅) = 0. Jelölje |Γ(Y )| Y G-beli szomszédainak halmazát. Ekkor azt mondjuk,
hogy G fedi p-t, ha ∀Y ⊆ T : p(Y ) ≤ |Γ(Y )|. Ha adott egy M = (S, r) matroid, akkor azt mondjuk,
hogy G M -fedi p-t, ha ∀Y ⊆ T : p(Y ) ≤ r(Γ(Y )).

Adott egy D = (V +s,A) digráf, s befoka 0, a kilépő éleket gyökéréleknek h́ıvjuk. Egy s-gyökerű
fenyőt s-fenyőnek h́ıvunk. Ha X,Z ⊆ V + s, akkor ϱZ(X) jelölje a Z −X-ből X-be lépő A-beli élek
számát illetve ∂Z(X) ugyanenezen élek halmazát.

Tegyük fel, hogy adva van egy M1 = (∂s(V ), r1) matroid a gyökéréleken. Ekkor a T1, . . . , Tk s-
fenyők pakolását M1-alapúnak h́ıvjuk, ha minden Ti pontosan egy ei gyökérélet tartalmaz és minden
v ∈ V csúcsra {ei : v ∈ V (Ti)} az M1 egy bázisát alkotja. Ha adott egy M2 = (A, r2) matroid D élein,
akkor egy s-fenyőpakolást M2-megszoŕıtottnak h́ıvunk, ha minden fenyő élhalmaza a pakolásban
független M2-ben.

Tétel 2.1. (Bérczi, Frank [1]) Adott egy fokszámelő́ırás mS S-en, amire m̃S(S) = γ. Tegyük fel,
hogy

mS(s) ≤ |T | ∀s ∈ S

Ekkor a következő álĺıtások ekvivalensek:

(A) Létezik olyan egyszerű páros gráf G = (S, T,E), ami fedi pT -t es teljeśıti a fokszámelő́ırást.
(B1) Minden {T1, . . . , Tq} szubpart́ıciójára T -nek es X ⊆ S-re:

m̃S(X) +

q∑
i=1

pT (Ti)− q|X| ≤ γ

(B2) Minden {T1, . . . , Tq} szubpart́ıciójára T -nek:

q∑
i=1

pT (Ti) ≤
∑
s∈S

min{mS(s), q}

Az előző tétel seǵıtségével bebizonýıtható a következő tétel, ami karakterizalja a fix méretű szabad
gyökerű fenyvespakolások létezését:

Tétel 2.2. (Bérczi, Frank [1]) Legyen D = (V,A) egy n csúcsú digráf és legyenek µ1, . . . , µk pozit́ıv
egész számok. Ekkor a következő álĺıtások ekivivalensek:

(A) létezik D-ben k darab éldiszjunkt fesźıtőfenyves B1, . . . , Bk, amikre |Bi| = µi minden i =
1, . . . , k-ra.

(B1) Minden {V1, . . . , Vq} szubpart́ıciójára V -nek:

k∑
j=1

max{0, q − (n− µj)} ≤
q∑

i=1

ϱ(Vi)

(B2) Legyen [k] = {1, 2, . . . , k}. Minden {V1, . . . , Vq} szubpart́ıciójára V -nek es X ⊆ [k]-re:

|[k]−X|q −
∑

j∈[k]−X

n− µj ≤
q∑

i=1

ϱ(Vi)

A következő tétel a 2.1. Tétel általánośıtása, aminek seǵıtségével bebizonýıtható a 2.2. Tétel több
általánośıtása.
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Tétel 2.3. (Bérczi, Frank [2]) Adott egy matroid M = (S, r), egy pozit́ıvan metsző szupermoduláris
PT függvény T -n, és egy fokszámelő́ırás mS S-en, amire m̃S(S) = γ. Pontosan akkor létezik olyan
egyszerű páros gráf G = (S, T,E), ami M -fedi pT -t és teljeśıti a fokszámelő́ırást, ha

mS(s) ≤ |T | ∀s ∈ S

és minden {T1, . . . , Tq} szubpart́ıciójára T -nek és X ⊆ S-re:

m̃S(X) +

q∑
i=1

pT (Ti)− qr(X) ≤ γ

Tétel 2.4. (Durand de Gevigney, Nguyen, Szigeti [3]) Adott egy M = (∂s(V ), r) matroid. Pontosan
akkor létezik D-ben egy M -alapú s-fenyőpakolás, ha

ϱV (X) ≥ r(M)− r(∂s(X))

minden X ⊆ V -re.

Tétel 2.5. (Cs. Kiraly, Szigeti, Tanigawa [4]) Adott egy D = (V + s,A) gráf, egy M1 = (S, r1)
matroid r1 rangfüggvénnyel, M2 egy matroid A-n, ami Mv = (∂(v), rv) matroidok direkt összege.
Pontosan akkor létezik D-ben egy M1-alapú M2-megszoŕıtott s-fenyőpakolás, ha

r1(F ) + r2(∂(X)− F ) ≥ r1(∂s(V ))

minden ∅ ≠ X ⊆ V -re és F ⊆ ∂s(X). Ha az s-re illeszkedő éleken M2 = M2|∂s(V ) ⊕ M2|E(V ) es
M2|∂s(V ) a szabad matroid, akkor a feltétel a következő:

r1(∂s(X)) + r2(∂(X)− ∂s(X)) ≥ r1(∂s(V ))

minden ∅ ≠ X ⊆ V -re.

Tétel 2.6. Legyen D = (V,A) egy n csúcsú digráf és legyen M1 = (S, r1) egy matroid r1 rangfüggvénnyel
és k ranggal, M2 egy matroid A-n, ami Mv = (∂(v), rv) matroidok direkt összege. Legyen s egy V -n
ḱıvüli új csúcs. Ekkor a következő álĺıtások ekvivalensek:

(A) Be tudunk húzni s-bol V csúcsaiba iranýıtott éleket és ezekre az élekre ráképezni S elemeit úgy,
hogy létezzen M1-alapú M ′

2-megszoŕıtott s-fenyőpakolás, ahol M ′
2 az új éleken definiált szabad

matroid és M2 direkt összege.
(B) Minden {V1, . . . , Vq} szubpart́ıciójára V -nek es X ⊆ S-re:

(k − r1(X))q − |S −X| ≤
q∑

i=1

r2(∂(Vi))

Bizonýıtás: Szükségesség: Ha adott egy fenyőpakolás, akkor egy Y ⊂ V -be legfeljebb r2(∂(Y )) fenyőél
léphet be, de legalább k − ∂s(Y )-nak kell. Tehát

q∑
i=1

(k − r1(∂s(Vi))) ≤
q∑

i=1

r2(∂(Vi))

A rangfüggvény tulajdonságait használva:

q∑
i=1

r1(∂s(Vi)) ≤
q∑

i=1

r1(∂s(Vi) ∩X) + r1(∂s(Vi)−X)) ≤ qr1(X) + |S −X|

Tehát

q∑
i=1

r2(∂(Vi)) ≥
q∑

i=1

(k − r1(∂s(Vi))) ≥ qk − qr1(X)− |S −X|

Elégségesség: Legyen mS : S → Z+ konstans 1 S-en, és legyen T := V , amin definiáljuk a
következő halmazfüggvényt:
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pT (Y ) =

{
k − r2(∂(Y )) ∅ ⊂ Y ⊆ T,

0 Y = ∅.

Ekkor pT metsző szupermoduláris. A tétel feltételéből:

(k − r1(X))q −
q∑

i=1

r2(∂(Vi)) ≤ |S −X| = m̃S(S −X) = m̃S(S)− m̃S(X)

−r1(X)q +

q∑
i=1

(k − r2(∂(Vi))) ≤ m̃S(S)− m̃S(X)

q∑
i=1

pT (Vi) + m̃S(X)− r1(X)q ≤ m̃S(S)

Ez pont a 2.3. Tétel feltétele, tehát létezik olyan G = (S, V,E) egyszerű páros gráf, ami fedi pT -t
és teljeśıti az mS fokszámelő́ırást, tehát r1(Γ(Y )) ≥ k − ϱ(Y ) ∀Y ⊂ V . Iránýıtsuk meg G éleit S-ből
T = V féle, húzzuk be D éleit T -n, és húzzuk össze egy csúccsá S-et, az ı́gy kapott csúcsot h́ıvjuk
s-nek. Ekkor Γ(Y ) = ∂s(Y ), lesz, tehát a függvényfedési feltétel szerint r1(∂s(Y )) ≥ k − r2(∂(Y )),
ami a 2.5. Tétel feltétele az M1 es M ′

2 matroidokra nézve, azaz létezik M1-alapú M2-megszoŕıtott
s-fenyőpakolás.

Az előbbi tétel seǵıtségével bebizonýıtható a következő tételben a (B1) feltétel elégségessége. A
(B2) feltétel látszólag gyenǵıtése (B1)-nek, de a 2.3. Tétel seǵıtségével belőle is bizonýıtható (A).

Tétel 2.7. Legyen M = (S, r) egy matroid r rangfüggvénnyel, és legyen D = (V,A) egy n csúcsú
digráf, amin legyen adott egy min : V → Z+ befokszámelő́ırás, amire 0 ≤ min(v) ≤ ϱD(v) és
min(V ) ≤ r(M) minden v ∈ V csúcsra, emellett m̃in(V ) = |V |r(M)− |S| teljesül. Legyen s egy V -n
ḱıvüli új csúcs. Ekkor a következő álĺıtások ekvivalensek:

(A) Be tudunk húzni s-ből V csúcsaiba iránýıtott éleket és ezekre az élekre ráképezni S elemeit úgy,
hogy létezzen M -alapú s-fenyőpakolás, aminek élhalmaza a gyökéréleken ḱıvül F es ϱF (v) =
min(v) teljesül minden v ∈ V -re.

(B1) Minden {V1, . . . , Vq} szubpart́ıciójára V -nek

(r(M)− r(X))q − |S −X| ≤
∑

v∈
⋃q

i=1 Vi

min{min(v), |∂(v) ∩ ∂(Vi)|}

(B2) Minden Y ⊆ V , {V1, . . . , Vq} szubpart́ıciójára V − Y -nak és X ⊆ S-re:

(|Y |+ q)(r(M)− r(X))− |S −X| ≤ m̃in(Y ) +

q∑
i=1

ϱD(Vi)

Bizonýıtás: (A) ⇔ (B1):
Legyen M1 = M és legyen ∀v ∈ V -re Mv az uniform matroid ∂(v)-n min(v) korláttal. Legyen M2

a direkt összege az Mv matroidoknak. Ekkor

r2(∂(Vi)) =
∑
v∈Vi

min{min(v), |∂(v) ∩ ∂(Vi)|},

tehát

q∑
i=1

r2(∂(Vi)) =
∑

v∈
⋃

i=1 Vi

min{min(v), |∂(v) ∩ ∂(Vi)|}

Tehát a (B1) feltétel megegyezik a 2.6. Tétel feltételével, ı́gy létezik M1-alapú M2-megszoŕıtott
fenyőpakolás, tehát minden v csúcsba legfeljebbmin(v) fenyő lép bele. Mivel m̃in(V ) = |V |r(M)−|S|,
ahol a jobb oldal egy M -alapú pakolás élszáma, tehát minden csúcsba pont min(v) él lép be.
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(B1) ⇒ (B2):
Tegyük fel, hogy (B1) teljesül, és adott egy Y ∈ V és egy P = {V1, . . . , Vq} szubpart́ıciója V − Y -

nak. Ekkor nézzük a következő part́ıciót: P ′ = P ∪
⋃

v∈Y {v}. Ekkor |P ′| = q + |Y |, min(Y ) =∑
v∈Y min{min(v), |∂(v) ∩ ∂(Vi)|} es

∑
v∈

⋃q
i=1 Vi

min{min(v), |∂(v) ∩ ∂(Vi)|} ≤
∑q

i=1 ϱD(Vi), tehát

(B2) is teljesül.
(B2) ⇒ (A):
Elégségesség: Legyen mS : S → Z+ konstans 1 S-en, és legyen T := V , amin definiáljuk a

következő halmazfüggvényt:

pT (Y ) =


r(M)− ϱD(Y ) Y ⊆ T, |Y | ≥ 2,

r(M)−min(v) Y = {v}, v ∈ V

0 Y = ∅.

Mivel min(v) ≤ ϱD(v), ezért k −min(v) ≥ k − ϱD(v), ezért pT metsző szupermoduláris.
Legyen T = {V1, . . . , Vq, . . . , Vq′} egy szubpart́ıciója T-nek, ahol az utolsó q′− q osztály egyelemű.

Legyen P = {V1, . . . , Vq} es Y = Vq+1 ∪ · · · ∪ Vq′ .
pT defińıcója alapján:

q′∑
i=1

pT (Vi) =

q∑
i=1

[r(M)− ϱD(Vi)] +

q′∑
i=q+1

[r(M)− m̃in(Vi)] = (|Y |+ q)r(M)−
q∑

i=1

ϱD(Vi)− m̃in(Y )

Írjuk fel a 2.3. Tétel feltételét T és egy X ⊂ V -re és helyetteśıtsünk be
∑q′

i=1 pT (Vi) helyére:

m̃S(X) + (|Y |+ q)r(M)−
q∑

i=1

ϱD(Vi)− m̃in(Y )− q′r(X) ≤ m̃S(S)

Ezt átrendezve, és kihasználva, hogy q′ = |Y |+q es m̃S(S)−m̃S(X) = |S−X| pont a bizonýıtandó
tétel feltételét kapjuk. Tehát létezik olyan G = (S, V,E) egyszerű páros gráf, ami fedi pT -t és teljeśıti
a fokszámelő́ırást. Emiatt minden v ∈ V -re r(M) − min(v) ≤ r(ΓG(v)) ≤ dG(v) (ahol ΓG(v) a v
szomszédainak halmaza G-ben), tehát∑

v∈V

[r(M)−min(v)] ≤
∑
v∈V

dG(v) =
∑
s∈S

dG(s) = |S|

Mivel a tétel feltétele szerint m̃in(V ) = |V |r(M)− |S|, ezért az egyenlőtlenség bal oldala is |S|-el
egyenlő, tehát mindenhol egyenlőség van, ı́gy ∀v ∈ V -re dG(v) = r(ΓG(v)) = r(M)−min(v).

Másrészt ∀Y ⊂ V -re r(M) − ϱD(Y ) ≤ r(ΓG(Y )) is teljesül, tehát ha az előző tétel végéhez
hasonlóan S-et összehúzzuk és megiránýıtjuk a kimenő éleit, akkor az ı́gy kapott gráfra teljesül a 2.4.
Tétel feltétele, azaz létezik M -alapú s-fenyőpakolás. Mivel r(ΓG(v)) = r(M)−min(v), ezért legalább
min(v) fenyő lép bele v-be nem gyökéréllel. A fenyőkben élek cserélésével feltehető, hogy pontosan
r(ΓG(v)) gyökérél van benne a pakolásban, tehát van olyan jó pakolás, ami pontosan min(v) éllel lép
be v-be.

Következmény 2.1. Legyen D = (V,A) egy n csúcsú digráf, amin legyen adott egy min : V → Z+

befokszámelő́ırás, amire 0 ≤ min(v) ≤ ϱD(v) es min(V ) ≤ k minden v ∈ V csúcsra. Legyen µ1, . . . , µk

k db pozit́ıv egész, amikre
∑k

i=1 µi = m̃in(V ) teljesül. Ekkor a következő álĺıtások ekvivalensek:

(A) Létezik D-ben B1, . . . , Bk k élfüggetlen fesźıtőfenyves, amikre |Bi| = µi és ha
⋃k

i=1 Bi = F ,
akkor minden v ∈ V : ϱF (V ) = min(v).

(B1) (Bérczi, Frank [1]) Minden Y ⊆ V es {V1, . . . , Vq} szubpart́ıciójára V − Y -nak:

k∑
i=1

max{0, q + |Y | − (n− µi)} ≤ m̃in(Y ) +

q∑
i=1

ϱD(Vi)
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(B2) Minden {V1, . . . , Vq} szubpart́ıciójára V -nek:

k∑
i=1

max{0, q − (n− µi)} ≤
∑

v∈
⋃q

i=1 Vi

min{min(v), |∂(v) ∩ ∂(Vi)|}

Bizonýıtás: Legyen n− µj := mj . Ez pont egy µj élű fesźıtőfenyves gyökereinek száma.
(A) ⇔ (B2):
Legyen M1 a következő part́ıciós matroid: k osztálya van, az i. mérete mi, a korlát mindenhol

1. (M2 legyen ugyanaz a matroid, mint az előbbi bizonýıtásban.) A 2.7. Tétel szerint (A) ⇔
(r(M) − r(X))q − |S − X| ≤

∑
v∈

⋃q
i=1 Vi

min{min(v), |∂(v) ∩ ∂(Vi)|}. Feltehetjük, hogy X olyan,

hogy egy part́ıcióosztályt vagy teljesen tartalmaz, vagy nem metszi, mert ha egy osztályt metsz, de
nem tartalmazza, akkor az osztály többi elemének hozzávételével a baloldal nő, a jobb oldal nem
változik. Így ha I = {1, . . . , k}, akkor

(A) ⇔ (k − |X|)q − m̃(S −X) ≤
∑

v∈
⋃q

i=1 Vi

min{min(v), |∂(v) ∩ ∂(Vi)|}∀X ⊆ I

A bal oldalt az X = {i ∈ I : m(i) > q} maximalizálja, erre a halmazra pedig (k − |X|)q − m̃(S −
X) =

∑k
i=1 max{0, q − (n− µi)}

3 További tervek

Szigeti [5]-ben karakterizálja fenyőpakolások létezéset egy vegyes gráfban. Célunk ezen eredmények
kiterjesztése matroid alapú pakolásokra.
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