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1 Bevezetés

Ebben a félévben szabadgyotkert matroid alapu pakolasok 1étezésének karakterizalasaval foglalkoztam.
T&bb eredményt sikeriilt [I]-b6l dltaldnositani.

2 Matroid alaptu fenyopakolasok

Adott egy G = (S,T,FE) péaros graf és egy p : T — 7 pozitivan metsz8 szupermoduldris hal-
mazfiiggvény, amire p(f) = 0. Jelolje |T(Y)| Y G-beli szomszédainak halmazdt. Ekkor azt mondjuk,
hogy G fedi p-t, ha VY C T : p(Y) < |I'(Y)|. Ha adott egy M = (S, r) matroid, akkor azt mondjuk,
hogy G M-fedi p-t, ha VY C T : p(Y) < r(T'(Y)).

Adott egy D = (V+s, A) digraf, s befoka 0, a kilép6 éleket gySkéréleknek hivjuk. Egy s-gyokeri
feny6t s-fenynek hivunk. Ha X, Z C V + s, akkor oz (X) jelolje a Z — X-bdl X-be 16p6 A-beli élek
szémat illetve 9z (X) ugyanenezen élek halmazét.

Tegyiik fel, hogy adva van egy My = (9s(V),r1) matroid a gyokéréleken. Ekkor a Ty,..., Ty s-
feny6k pakolasat Mi-alaptinak hivjuk, ha minden 7; pontosan egy e; gyokérélet tartalmaz és minden
v € V csdcsra {e; : v € V(T;)} az M; egy bazisit alkotja. Ha adott egy Ma = (A, r9) matroid D élein,
akkor egy s-feny6pakoldst Ms-megszoritottnak hivunk, ha minden feny6 élhalmaza a pakolasban
fliggetlen Ms-ben.

Tétel 2.1. (Bérczi, Frank [1]) Adott egy fokszdmeldirds mg S-en, amire mg(S) = . Tegyik fel,

hogy
mg(s) <|T|VseS

FEkkor a kovetkezd dllitasok ekvivalensek:

(A) Létezik olyan egyszeri pdros graf G = (S, T, E), ami fedi pr-t es teljesiti a fokszamelSirdst.
(B1) Minden {T1,..., Ty} szubparticidjdra T-nek es X C S-re:

X) +ZpT(E) —qX| <~y

(B2) Minden {T4,...,Ty} szubparticidjdira T-nek:

Z pr(T;) < Z min{mg(s), ¢}

ses

Az el6z0 tétel segitségével bebizonyithatd a kovetkezd tétel, ami karakterizalja a fix méretli szabad
gyoOkeri fenyvespakoldsok 1étezését:

Tétel 2.2. (Bérczi, Frank [1]) Legyen D = (V, A) egy n csicsi digrdf és legyenek py, ..., p pozitiv
egész szamok. Fkkor a kovetkezd dllitisok ekivivalensek:

(A) létezik D-ben k darab éldiszjunkt feszitéfenyves Bi,..., By, amikre |B;| = p; minden i =
1,...,k-ra.
(B1) Minden {Vi,...,Vy} szubparticiéjdira V -nek:

Zmax{c)q (n =)} <" (V)

(B2) Legyen [k] = {1,2,...,k}. Minden {V1,...,V,} szubparticidjdra V-nek es X C [k]-re

|[k] — Xlg — Zn_ﬂj<z

JEk]—

A kovetkezd tétel a2.1] Tétel ltalanositdsa, aminek segitségével bebizonyithaté a Tétel tobb
altalanositésa.



Tétel 2.3. (Bérczi, Frank [2]) Adott eqy matroid M = (S,r), egy pozitivan metsz8 szupermoduldris
Pr figgvény T-n, és egy fokszdmelbirds mg S-en, amire mg(S) = . Pontosan akkor létezik olyan
egyszert; pdros graf G = (S, T, E), ami M-fedi pr-t és teljesiti a fokszdmeldirdst, ha

mg(s) <|T|Vse S
és minden {11, ...,T,} szubparticididra T-nek és X C S-re:

ms(X)+ > pr(T) —ar(X) <y

=1

Tétel 2.4. (Durand de Gevigney, Nguyen, Szigeti [3]) Adott egqy M = (0s(V'),r) matroid. Pontosan
akkor létezik D-ben egy M -alapu s-fenydpakolds, ha

ov(X) = r(M) —r(0s(X))
minden X C V-re.
Tétel 2.5. (Cs. Kiraly, Szigeti, Tanigawa [J)]) Adott eqy D = (V + s, A) grdf, eqy My = (S,r1)

matroid 1 rangfigguénnyel, My egy matroid A-n, ami M, = (0(v),r,) matroidok direkt dsszege.
Pontosan akkor létezik D-ben eqy M -alapiu Ms-megszoritott s-fenydpakolds, ha

r1(F) +72(0(X) = F) 2 11(95(V))

minden ) # X C V-re és F C 9,(X). Ha az s-re illeszkedd éleken My = Mo, vy ® Ma|gevy es
Mslo, vy a szabad matroid, akkor a feltétel a kivetkezd:

r1(0s(X)) + r2(0(X) — 05(X)) > r1(9s(V))

minden ) #= X C V-re.

Tétel 2.6. Legyen D = (V, A) egyn csicst digrdf és legyen My = (S, r1) egy matroid vy rangfiggvénnyel
és k ranggal, My egy matroid A-n, ami M, = (0(v),r,) matroidok direkt dsszege. Legyen s eqy V-n
kiviili g csiucs. FEkkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(A) Be tudunk hizni s-bol V' csicsaiba iranyitott éleket és ezekre az élekre rdképezni S elemeit gy,
hogy létezzen M -alapid Mj-megszoritott s-fenydpakolds, ahol M} az g éleken definidlt szabad
matroid és My direkt dsszege.

(B) Minden {Vi,...,V,} szubparticidjira V-nek es X C S-re:

(k= ra(X))g = IS = X| £ 3" ra(0(V1)

Bizonyitds: Szikségesség: Ha adott egy feny&pakolds, akkor egy Y C V-be legfeljebb r2(9(Y")) fenyél
léphet be, de legaldbb k — 0,5(Y)-nak kell. Tehat

q

Z (k—71(05(V3))) < Zm(a(Vi))

i=1

A rangfiiggvény tulajdonsiagait hasznéalva:

D r0:(Vi)) <3 ri(@s(Vi) N X) +71(05(Vi) = X)) < qri(X) + |5 — X|

i=1 i=1
Tehat

q

> ra(0(Va) =D (k= 11(0:(V2))) = gk — qri(X) — |S - X|
i=1 =1

Elégségesség: Legyen mg : S — Zy konstans 1 S-en, és legyen T := V, amin definidljuk a
kovetkezd halmazfiiggvényt:



Ekkor pr metszd szupermoduléris. A tétel feltételébol:

q

(k—ri(X))g — Zrz(a(Vi)) <8 = X| = ms(S — X) = ms(S) —ms(X)

ZPT(Vi) +ms(X) —ri1(X)g < ms(S)

Ez pont a Tétel feltétele, tehdt 1étezik olyan G = (S, V, E) egyszer(i paros graf, ami fedi pp-t
és teljesiti az mg fokszdmel8irdst, tehdt r1(I'(Y)) > k — o(Y) VY C V. ITrdnyitsuk meg G éleit S-bol
T =V féle, hiizzuk be D éleit T-n, és huzzuk Ossze egy csiccsa S-et, az igy kapott cstcsot hivjuk
s-nek. Ekkor I'(Y) = 05(Y), lesz, tehét a figgvényfedési feltétel szerint r1(95(Y)) > k — r2(9(Y)),
ami a Tétel feltétele az My es M) matroidokra nézve, azaz létezik Mi-alapi Ms-megszoritott
s-feny6pakolas.

O

Az el8bbi tétel segitségével bebizonyithaté a kivetkezd tételben a (B1) feltétel elégségessége. A
(B2) feltétel latszélag gyengitése (B1)-nek, de a[2.3] Tétel segitségével belSle is bizonyithaté (A).

Tétel 2.7. Legyen M = (S,r) egy matroid r rangfiggvénnyel, és legyen D = (V, A) egy n csicsi
digrdf, amin legyen adott eqy my, : V. — ZT befokszdmelbirds, amire 0 < my,(v) < op(v) és
Min (V) < (M) minden v € V csicsra, emellett m, (V) = |V |r(M) — |S| teljesiil. Legyen s egy V-n
kiviili g cstucs. FEkkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(A) Be tudunk hizni s-b8l'V csicsaiba irdnyitott éleket és ezekre az élekre rdképezni S elemeit gy,
hogy létezzen M -alapi s-fenydpakolds, aminek élhalmaza a gyokéréleken kivil F es op(v) =
min(v) teljesil minden v € V-re.

(B1) Minden {V1,...,V,} szubparticidjira V -nek

(r(M) =r(X))g—|S = X[ < Y min{mi,(v),|0(v) N O(V;)|}
velUi, Vi

(B2) MindenY CV, {Vh,...,V,} szubparticidjira V —Y -nak és X C S-re:
q
(Y] + @) (r(M) — (X)) =[S = X| < min(Y) + Y _ 0p(Vi)
i=1

Bizonyitds: (A) & (B1):
Legyen M; = M és legyen Vv € V-re M, az uniform matroid 9(v)-n my,(v) korldttal. Legyen My
a direkt Osszege az M, matroidoknak. Ekkor

r2(0(Vi)) = Y min{min (v),0(v) N A(Vi)[},

veV;
tehat

Y or(0(V)) = Y minfm(v),10(v) N O(Vi)}

i=1 vel;—q Vi
Tehat a (B1) feltétel megegyezik a Tétel feltételével, {gy 1étezik M;-alapi Ms-megszoritott
feny6pakolds, tehdt minden v csticsba legfeljebb m;;, (v) feny6 1ép bele. Mivel m;, (V') = |V|r(M)—|S|,
ahol a jobb oldal egy M-alapti pakoléds élszama, tehat minden cstcsba pont m;, (v) él 1ép be.



(B1) = (B2):

Tegyiik fel, hogy (B1) teljesill, és adott egy Y € V és egy P = {V4,...,V,} szubparticidja V — Y-
nak. Ekkor nézziik a kovetkezd particiét: P = P U J,cy{v}. Ekkor [P'| = ¢+ [Y], mu(Y) =
D vey min{min (v),10(v) NO(Vi)l} es 3o e e v, min{min(v),[0(v) NO(V)[} < 371, en(Vi), tehdt
(B2) is teljesiil.

(B2) = (A):

Elégségesség: Legyen mg : S — Zj konstans 1 S-en, és legyen T := V| amin definidljuk a
kovetkezd halmazfiiggvényt:

r(M)—op(Y) Y CTI|Y|=2,
pr(Y) = ¢ r(M) — my,(v) Y={whveV
0 Y =0.
Mivel my, (v) < op(v), ezért k — my,(v) > k — op(v), ezért pr metsz6 szupermoduldris.
Legyen T = {V4,...,Vq,..., Vy} egy szubparticiéja T-nek, ahol az utolsé ¢’ — ¢ osztély egyelem.
Legyen P = {Vq,...,Vy} esY =V U---U V.
pr definicdja alapjan:

’

S pr(Vi) = S (M) = op Vil + 3 (M) = n (V)] = (Y] +@)r(M) = 3 05 (Vi) — tin (V)
=1 =1 1=q+1 =1

frjuk fel a Tétel feltételét T és egy X C V-re és helyettesitsiink be 3,21 pr(V;) helyére:

ms(X) + (Y] + g)r(M) — Z ep(Vi) = min(Y) — ¢'r(X) < ms(5)

Ezt dtrendezve, és kihaszndlva, hogy ¢’ = |Y|+q es mg(S)—mg(X) = |S—X| pont a bizonyitandd
tétel feltételét kapjuk. Tehdt 1étezik olyan G = (S, V, E) egyszer(i pdros graf, ami fedi pp-t és teljesiti
a fokszadmelSirdst. Emiatt minden v € V-re r(M) — m;n(v) < r(T'g(v)) < dg(v) (ahol T'g(v) a v
szomszédainak halmaza G-ben), tehdt

S (M)~ man(@)] € 3 da() = 3 dals) = I9]
veV veV seS
Mivel a tétel feltétele szerint m;, (V) = |V|r(M) — |S|, ezért az egyenlétlenség bal oldala is |S]-el
egyenld, tehdt mindenhol egyenléség van, igy Vo € V-re dg(v) = r(Tg(v)) = r(M) — min(v).
Miésrészt VY C V-re r(M) — op(Y) < r(Tg(Y)) is teljesiil, tehdt ha az elézd tétel végéhez
hasonléan S-et dsszehizzuk és megirdnyitjuk a kimend éleit, akkor az gy kapott gréfra teljesiil a[2.4
Tétel feltétele, azaz létezik M-alapi s-feny&pakolds. Mivel r(Tg(v)) = 7(M) —m;, (v), ezért legaldbb
mn(v) fenyé 1ép bele v-be nem gyokéréllel. A fenySkben élek cserélésével feltehetd, hogy pontosan
r(Tg(v)) gyokérél van benne a pakoldsban, tehdt van olyan jé pakolds, ami pontosan m;, (v) éllel 1ép
be v-be.
O

Kovetkezmény 2.1. Legyen D = (V, A) egy n csicsi digrdaf, amin legyen adott egy mi, : V. — 77T
befokszamelbirds, amire 0 < m;,(v) < op(v) es my, (V) < k mindenv € V csucsra. Legyen py, . . ., p
k db pozitiv egész, amikre Zle i = min (V) teljesiil. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:

étezt -ben By,..., DBy élfuggetlen feszitofenyves, amikre |B;| = u; €és ha \),_; B; = I,

(A) Létezik D-ben B By k dlfiggetlen feszitéfeny kre |Bi| = pi és ha U Bi = F
akkor minden v €V : op(V) = min(v).

(B1) (Bérczi, Frank [1]) MindenY CV es {V1,...,V,} szubparticidjira V —Y -nak:

k q
> max{0,¢+ V] = (n = pi)} < fitin(Y) + Z on(Vi)

i=1



(B2) Minden {V4,...,V,} szubparticidjira V -nek:

k
> max{0,g— (n—p)} < > min{mi(v),[0(v) NO(Vi)[}

=1 velUi_, Vi

Bizonyitds: Legyen n — u; := m;. Ez pont egy u; €1l feszitéfenyves gyokereinek szdma.

(A) & (B2):

Legyen M; a kovetkezd particiés matroid: k osztilya van, az i. mérete m;, a korlat mindenhol
1. (M legyen ugyanaz a matroid, mint az elébbi bizonyitdsban.) A Tétel szerint (A) <
(r(M) —r(X))g— |5 — X| < ZUEU§=1 v, min{m;, (v), [0(v) N 9(V;)|}. Feltehetjiik, hogy X olyan,
hogy egy particidosztalyt vagy teljesen tartalmaz, vagy nem metszi, mert ha egy osztalyt metsz, de
nem tartalmazza, akkor az osztdly tObbi elemének hozzavételével a baloldal né, a jobb oldal nem
véltozik. Igy ha I = {1,...,k}, akkor

(A) & (k= [Xg—m(S—X)< > min{min(v),[0(v) NO(V;)[}VX C T
velUi, Vi

A bal oldalt az X = {i € I : m(4) > ¢} maximalizélja, erre a halmazra pedig (k — |X|)g — m(S —

X) =0 max{0,q — (n — ;) } -

3 Tovabbi tervek

Szigeti [B]-ben karakterizalja fenyOpakoldsok létezéset egy vegyes grafban. Célunk ezen eredmények
kiterjesztése matroid alapu pakolasokra.
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