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Az elmult két félévben grafok merevségelméletével, ezen beliil csucspéarok globélis
linkeltségével foglalkoztunk a témavezetémmel, Jordan Tiborral. A G = (V, E) graf-
ban az {u,v} cstucspart akkor nevezziik gyengén globalisan linkeltnek, ha G-nek van
olyan generikus p : V' — R realizacioja, hogy minden p-vel ekvivalens q : V — R?
realizaciora teljesiil, hogy ||p(u) — p(v)|| = ||g(u) — q(v)||. Ha az {u,v} par nem glo-
bélisan linkelt, akkor globélisan lazénak nevezziik. A globalisan laza parokat elGszor
2006-ban definialtak a szakirodalomban [2|, de eddig csak néhany allitas volt ismert
roluk. Az el6z6 félév soran elért legfontosabb eredménytink a gyenge globalis linkelt-
ség polinomalis idében tesztelhets jellemzése volt d = 2 mellett. A maéasodik félévben
tobb 1j eredmény is sziiletett. Az 10j eredmények tobbségét az tn. totalisan laza
grafok vizsgalataval értiik el. Egy grafot akkor neveziink totalisan lazédnak, ha a graf-
ban minden nem-szomszédos csicspar globalisan laza. A totélisan laza merev grafok
struktirajara vonatkozo eredmények segitségével Hh-approximécios algoritmust adtunk
arra az optimalizaciés probléméra, amelynek soran egy adott élstulyozas mellett egy
graf minimalis stlyd globalisan merev bévitését keressiik R?n. Ez egy NP-teljes
feladat, amelyre korabban nem volt ismert approximacios algoritmus. Uj bizonyitast
adtunk Kiraly és Mihalyk6é minimax tételére, amely leirja, hogy egy merev graf globa-
lisan merev bévitéséhez minimum hany 1j él sziikséges R?-n. Szintén a totalisan laza
grafok segitségével bizonyitottuk a gyenge globalis linkeltség egy (az el6z6 félévinél
bizonyos szempontbol erésebb) karakterizaciojat R2-n. Ennek kovetkezményeként be-
lattuk, hogy egy {u, v} par akkor és csak akkor gyengén globalisan linkelt G-ben R?-n,
ha {u,v} gyengén globélisan linkelt a G tn. kupgrafjaAban R3-ban. Mindemellett j
bizonyitast adtunk a 2-dimenzios globéalis merevség jellemzésére. (A bizonyitas soran
felhasznaltuk azt az ismert tételt, hogy a globalis merevség generikus tulajdonsag.)
A korabbi eredmények egy részét altalanositottuk 2-nél magasabb dimenziora. A
magasabb dimenziés eredményeket alkalmazva bebizonyitottunk egy becslést, amely
az un. minimalisan globélisan merev grafok merev feszitett részgrafjainak élszaméra
vonatkozik.

1. Bevezetés

Legyen d pozitiv egész szam. A (G,p) part a G = (V, E) graf egy Ri-beli realizici6janak
nevezziik, ha p : V. — R? fiiggvény. A (G,p) és a (G, q) realizaciok ekvivalensek, ha

minden uv € E esetén ||p(u) — p(v)|| = ||g(u) — q(v)||. A két realizaci6 kongruens, ha a
llp(u) — p(v)|| = ||g(u) — q(v)|| egyenléség minden u,v € V parra teljesiil. Ez ekvivalens
azzal, hogy ¢ = ¢ o p az R? tér valamilyen ¢ kongruencidjara. Egy (G,p) realizacio

globélisan merev, ha minden (G, p)-vel ekvivalens realizécié kongruens vele. (G, p) merev,
ha létezik olyan € > 0, hogy ha (G, q) egy (G, p)-vel ekvivalens realizacio, és minden v € V-
re teljesiil, hogy ||p(v) — q(v)|| < €, akkor (G,q) és (G, p) kongruensek. Egy realizaciorol



NP-nehéz eldonteni azt, hogy (globalisan) merev-e. Azonban a feladat kezelhet&bbé valik,
ha feltessziik, hogy a realizacié pontjainak koordinatéai kozott nincsen algebrai 6sszefiiggés.

A (G, p) realizacié generikus, ha az a halmaz, amely a {p(v)},cv pontok koordinatait
tartalmazza, algebrailag fiiggetlen Q f6lott. Ismert, hogy a merevség és a globélis merev-
ség generikus tulajdonsagok, azaz ha G-nek van generikus (globalisan) merev realizacioja
R%-ben, akkor minden generikus realizacidja (globalisan) merev R%ben. Ennek megfele-
16en egy grafot (globalisan) merevnek neveziink R%-ben, ha minden generikus realizicioja
(globélisan) merev, vagy ezzel ekvivalensen, ha létezik (globélisan) merev generikus re-
alizacivja. Egy graf minimalisan (globalisan) merev R%ben, ha (globélisan) merev, de
tetszbleges élét elhagyva a graf méar nem (globalisan) merev. Egy grafot redundansan me-
revnek neveziink, ha merev és barmely élét elhagyva merev marad. A G = (V| E) graf egy
G[Vp] feszitett részgrafjat (és a Vy részhalmazt) (u,v)-merevnek nevezziik (u,v € V), ha
G[Vp]-merev és u,v € V. A G graf élhalmazan definidlhato a graf d-dimenzios merevségi
matroidja, amelyet Ry4(G)-vel jelolink. Ennek segitségével definidljuk egy {u,v} cstcs-
par d-dimenzits linkeltségét. A merevségi matroid és a linkeltség definicioja megtalédlhatod
[4]-ben.

Koénnyen bebizonyithato, hogy az R egyenesen egy graf akkor és csak akkor merev,
ha Osszefliggs, és akkor és csak akkor globalisan merev, ha 2-Osszefliggd. A merevség és
a globalis merevség karakterizacidoja d > 3 mellett nyitott probléma. Azonban ha d =
2, akkor mindkét tulajdonsag polinomiélis id6ben tesztelhetd. A merevségre vonatkozo
eredmény Lovasztol és Yeminitdl 7], a globalis merevségre vonatkozo eredmény Jacksontol
és Jordantol szarmazik [3].

1.1. Tétel. [3] Legyen G egy grdf legaldbb négy csicson. Ekkor G globdlisan merev R*-n
akkor és csak akkor, ha G 3-dsszefliggd és redunddnsan merev.

A G = (V,E) graf (G, p) realizaciojaban az {u, v} part (u,v € V') globalisan linkeltnek
nevezzik, ha a [|p(u) — p(v)|| = ||¢(u) — q(v)|| egyenlség minden (G, p)-vel ekvivalens
(G, q) realizéaciora teljesiil. Tehat egy (G, p) realizacio akkor globalisan merev, ha minden
{u,v} cstcspar globélisan linkelt. A globalis linkeltség azonban nem generikus tulajdonsag
(lasd 1. abra). Az {u,v} csucspart globélisan linkeltnek nevezziik, ha G minden generikus
realizaciojaban {u,v} globalisan linkelt, gyengén globalisan linkeltnek nevezziik, ha G-
nek van olyan generikus realizacioja, amelyben {u,v} globélisan linkelt, végiil globalisan
lazanak nevezziik, ha {u,v} a G semelyik generikus realizaci6jaban sem globalisan linkelt.
Tehat egy csticspar akkor és csak akkor gyengén globalisan linkelt, ha nem globalisan laza.
Egy grafot totalisan lazanak neveziink, ha minden nem-szomszédos cstucspar globélisan
laza a grafban.

A tovabbiakban a gyenge globalis linkeltséggel kapcsolatos eredményeinkrdl irok, ame-
lyeket publikalni késziiliink [5], és a szakdolgozatomban is megtalalhatok lesznek.
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1. abra. Ugyanannak a grafnak két kiilonboz6 realizacioja. A bal oldali realizacioban {c, d}
globélisan linkelt. A jobb oldali realizacioban {c,d} nem globalisan linkelt, mert ha a d

saval, egy ekvivalens realizdaciohoz jutunk. A grafban {c,d} gyengén globalisan linkelt, de
nem globéalisan linkelt.

2. Gyengén globalisan linkelt parok tulajdonsagai R%ben

Egy globalisan merev grafban az wv élt kritikusnak nevezziik, ha G — uv nem globalisan
merev. A kovetkezd két lemma a gyengén globalis linkelt csticsparok és a globalisan merev
grafok szoros kapcsolatat mutatja.

2.1. Lemma. [2, Lemma 7.1] Legyen G = (V, E) egy grif, u,v € V. Tegyiik fel, hogy
wv ¢ E, és hogy G-nek létezik olyan R-ben globdlisan merev szupergrdfia, amelyben az uv
eqy kritikus €l. Ekkor {u,v} globdlisan laza G-ben R-ben.

A 2.1 Lemmébol néhany sorban levezethet6k a kovetkezd allitasok, amelyek fontos
szerepet jatszottak az alkalmazasokban. Egy G = (V, E) graf és d > 1 egész szam esetén
legyen

Jy(G) = {uv : u,v € V,uv ¢ E, {u,v} gyengén globalisan linkelt G-ben R%ben}.

2.2. Lemma. G = (V| E) grdf, F élhalmaz a 'V csicshalmazon. Ekkor

(a) ha G + J4(G) + F globdlisan merev R4-ben, akkor G + F globdlisan merev R%-ben,

(b) ha G + uv globdlisan merev R%-ben valamely uwv € Jy(G) esetén, akkor G globdlisan
merev R%-ben,

(c) G akkor és csak akkor globdlisan merev R%-ben, ha G-ben minden csicspdr gyengén
globdlisan linkelt R%-ben.

Erdemes még megemliteni a globalis lazasag alabbi két elégséges feltételét, amelyek
gyakran el@keriilnek a gyenge globélis linkeltség vizsgalatakor. A G grafban kg (u,v) jeloli
a bels6leg csticsdiszjunkt u-v-utak maximalis szamat.

2.3. Lemma. G = (V| E) grdf, u,v € V két nem-szomszédos csics. Ha {u,v} nem linkelt
G-ben Ri-ben, akkor {u,v} globdlisan laza G-ben R-ben.

2.4. Lemma. G = (V| E) grdf, u,v € V két nem-szomszédos csics. Ha kg(u,v) < d,
akkor {u,v} globdlisan laza G-ben Re-ben.



3. Egy elégséges feltétel a gyenge globalis linkeltségre R%-
ben

3.1. Gyenge globalis linkeltség és grafmiiveletek

Egy G = (V,E) gratban a Vj; C V cstcshalmaz dsszehizdsdn azt az operaciot értjik,
amelynek soran megfeleltetjiik egymasnak a V{ 0sszes pontjat és eltavolitjuk az esetlegesen
keletkezd parhuzamos éleket és hurokéleket. A kapott grafot G/Vy-val jeldljiik. Egy e =
uv ¢l Osszehuzasan az {u,v} csticshalmaz Osszehuzasat értjik, és a kapott grafot G/e-
vel jeloljiik. Lasd 2 abra. A kovetkezs allitdsok, amelyeknek alapvetd jelentGségiik van a
gyenge globalis linkeltség vizsgalataban, azt mutatjak, hogy bizonyos élek és csticshalmazok
osszehizésa nem befolyasolja az {u,v} csicspar gyenge globélis linkeltségét vagy globalis
lazasagat.

3.1. Lemma. G = (V| E) grdf, u,v € V. Tegyiik fel, hogy G[Vy] egy (u,v)-merev részgrifja
G-nek. Legyen e = (s1,82) € E—E(G[W]) egy él. Ha{u,v} gyengén globdlis linkelt (G /e)-
ben Re-ben, akkor {u,v} gyengén globdlisan linkelt G-ben R%-ben.

3.2. Kovetkezmény. G = (V, E) grif, u,v € V. Tegyiik fel, hogy létezik eqy Vo C V
részhalmaz, amelyre G[Vy] egy (u,v)-merev részgrifja G-nek R-ben, és van egy u-v it G-
ben, amely belsdleg diszjunkt Vo-tol. Ekkor {u,v} gyengén globdlisan linkelt G-ben R-ben.
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2. abra. Tekintsiik a bal oldali grafot. Az e és f élek Osszehiizdsa globalisan merev gréfot
eredményez R%-ben. A kék részgraf merev R%-ben, és igy a 3.1 Lemma szerint {u,v}
gyengén globalisan linkelt R%.-ben. Ez azt mutatja, hogy a 3.2 Kovetkezmény elégséges
feltétele nem sziikséges.

3.3. Lemma. G = (V, E) grdf, u,v € V. Tegyiik fel, hogy G[Vy] egy (u, v)-merev részgrifja
G-nek. Legyen Vi egy komponens csicshalmaza a G — Vg grifban. Ha {u,v} gyengén
globdlisan linkelt G-ben R¥-ben, akkor {u,v} gyengén globdlisan linkelt G /Vi-ben R-ben.

3.1. Tétel. G = (V, E) grdf, u,v € V. Tegyiik fel, hogy G[Vo| egy (u,v)-merev részgrifja
G-nek. Legyen e = (s1,52) € E egy él, amelyre s1,s2 ¢ Vo. Ekkor {u,v} akkor és csak
akkor gyengén globdlisan linkelt (G /e)-ben Re-ben, ha {u,v} gyengén globdlisan linkelt G-
ben R-ben.



3.2. Egy elégséges feltétel R%-ben

Ebben a szakaszban egy elégséges feltételt adunk a gyenge globalis linkeltségre R%ben.
Legyen G = (V, E) egy graf, ) # X C V. Jelolje Vi, Vs, ..., V, a G — X 0Osszefiiggé kom-
ponenseinek csiucshalmazait. A Con(G, X) grafot tgy kapjuk, hogy a V; cstcshalmazokat
osszehtuzzuk egyetlen v; cstcesd, 1 < i < r. A Clique(G, X) grafot ugy kapjuk, hogy t6-
roljiikk a V; cstcshalmazokat, 1 < ¢ < r, majd hozzdadunk a kapott grathoz egy-egy 0j xy
élet minden olyan x,y € Ng(V;) parra, amelyre zy ¢ E, 1 <i <r. Lasd 3 ébra.

G Con(G,X) Clique(G,X)
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/

3. abra. Példa egy G grafra és a Con(G, X) és Clique(G, X) grafokra. A G[X] részgraf kék

szinnel van szinezve.

3.4. Lemma. Legyen G = (V, E) egy (d + 1)-dsszefiiggd graf. Tegyiik fel, hogy G[Vq]
merev részgrafja G-nek, Vo C V. Ekkor Clique(G, Vy) akkor és csak akkor globdlisan merev
Re-ben, ha Con(G, Vp) globdlisan merev R-ben.

3.2. Tétel. Legyen G = (V, E) egy (d + 1)-0sszefiiggd grdaf, u,v € V. Tegyiik fel, hogy
G[Va] egy (u,v)-merev részgrdfia G-nek R%-ben. Ha Clique(G, Vp) globdlisan merev R%-ben,
akkor {u,v} gyengén globdlisan linkelt G-ben R-ben.

A 3.2 tétel 2-dimenzios valtozatanak segitségével 0j bizonyitast adtunk arra, hogy az
1.1 Tétel feltételei elégségesek. A bizonyitas soran felhasznaltuk azt az ismert tételt, hogy
a globalis merevség generikus tulajdonsag.

4. Globalisan laza csticsparok a sikon

Ennek a szakasznak a célja azoknak az eredményeknek az ismertetése, amelyek sziikségesek
a gyenge globéalis linkeltség polinomialis idejd teszteléséhez a sikon. Az el6zd szakaszban
lattunk egy elégséges feltételt a gyenge globalis linkeltségre (d+1)-0sszefiiggd grafokban Re-
ben. Kideriilt, hogy R2-ben ez a feltétel a megfelels formaban sziikséges is. A 2.3 Lemma
szerint elegendd a G linkelt {u,v} cstcsparjait vizsgalni. Egy linkelt {w,v} cstcspérra
létezik olyan Gy = (Vy, Ey) részgrafja G-nek, amelyre u,v € Vj és Gy + uv egy Ro-kor.



4.1. Tétel. Legyen G = (V, E) egy 3-0sszefiiggd grif, u,v € V, uv ¢ E. Tegyiik fel, hogy
Go = (Vo, Eo) egy olyan részgrifja G-nek, amelyre u,v € Vy és Go + uv eqy Ro-kor. Ekkor
az alabbiak ekvivalensek:

(i) {u,v} gyengén globdlisan linkelt G-ben R?-ben,
(ii) Clique(G,Vy) globdlisan merev R?-ben,
(iii) Con(G,Vy) globdlisan merev R?-ben.

Az alabbi lemma segitségével az altalanos eset visszavezethets a 3-0sszefiiged esetre. Az
(a,b) cstcspart a G graf 2-szeparatoranak nevezziik, ha a G — a — b graf nem osszefiiggd.

4.1. Lemma. Legyen G = (V, E) eqy 2-0sszefiiggd grif, {u,v} egy linkelt csicspdr G-ben.
Tegytik fel, hogy (a,b) egy 2-szepardtor G-ben. Legyen C' eqy dsszefiiggd komponense a
G — a — b grifnak, és legyen Vo =V (C)U{a,b}. Tegyiik fel, hogy u,v € Vy. Az {u,v} pdr
akkor és csak akkor gyengén globdlisan linkelt G-ben, ha {u,v} gyengén globdlisan linkelt a
G[Vo] + ab grdfban.

A gyenge globélis linkeltségre explicit jellemzés is adhato. Legyen G egy 2-6sszefiiggd
graf, és legyen G az a graf, amelyet G-bél gy kapunk, hogy Osszekotjiik az Osszes olyan
nem-szomszédos a,b € V cstcspart, amelyre (a,b) 2-szeparator G-ben. A G maximalis
olyan részgrafjait, amelyek nem tartalmaznak 2-szeparatorokat, a G 3-blokkjainak nevez-
ziik. Ezek haromszog grafok vagy 3-osszefiiggd grafok. Belathato, hogy ha kg(u,v) > 3
és (u,v) nem egy 2-szeparator, akkor pontosan egy olyan 3-blokkja van G-nek, amely
tartalmazza u-t és v-t. Ezt az {u, v} 3-blokkjanak nevezziik G-ben.

4.2. Tétel. Legyen G = (V, E) eqy 2-0sszefiiggd graf, {u,v} egy nem-szomszédos linkelt
csucspdr, kg(u,v) > 3. Ekkor {u,v} gyengén globdlisan linkelt G-ben akkor és csak akkor,
ha

(i) (u,v) 2-szepardtor G-ben, vagy

(i1) Clique(B, Vj) globdlisan merev,

ahol B az {u,v} 3-blokkja G-ben, és By = (Vo, Eo) eqy olyan részgrifja B-nek, amelyre
u,v € Vo és By + uv eqy Ro-kor.

A 4.2 Tétel alapjan belathato, hogy egy G = (V, E) gratban egy adott {u, v} par gyenge
globélis linkeltsége R%-ben O(|V]?) idében eldonthets.

5. Totalisan laza grafok

Egy grafot akkor neveziink totalisan lazanak, ha minden nem-szomszédos cstcspar globa-
lisan laza a grafban. Egy G grafot akkor neveziink SNGR (saturated non-globally-rigid
- telitett nem globalisan merev) grafnak, ha G nem globalisan merev, de barmely nem-
szomszédos cstucspar osszekotésével G globélisan merevvé valik. Az SNGR grafok totédlisan
lazak (lasd 2.1 Lemma). A G gréafot R-special (ill. MR-special) grafnak nevezziik R%-ben,
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ha G merev (ill. minimalisan merev), és nincsen olyan valodi, nem teljes részgrafja, amely
merev R%ben.

Legyen G; = (V;, E;) egy graf, t > 1 egy egész szam, ¢és tegytk fel, hogy K; egy teljes
részgrafja G-nek t cstucesal, @ = 1,2. Ekkor a t-klikk-0sszeg miivelet a G és Gy grafokon,
K, és Ky mentén egy 1j grafot eredményez, amelyben a K7 cstucsait a Ky csticsaival egy
bijekci6 segitségével azonositjuk. Egy mitveletet klikk-0sszeg miiveletnek neveziink, ha t-
klikk-6sszeg mitvelet valamilyen ¢t > 1-re. A totalisan laza merev grafok strukturajarél az
alabbi 4llitds mondhato R%ben.

5.1. Tétel. Legyen G egy totdlisan laza merev grdaf R%-ben. FEkkor G elddllithato d-
dimenzios R-special grdfokbol klikk-0sszeg miveletek segitségével.

R2-n az imént definialt grafosztélyokkal kapcsolatban tovabbi eredményeket értiink el.

5.1. Lemma. Legyen G = (V, E) egy R-special grdf R*-n. Ekkor a kovetkezd dllitdsok
eqyike teljestil:

(i) G teljes grif,

(ZZ) G = K4 — €,

(111) G egy 3-dsszefiiggé SNGR graf R*-n.

A fenti lemmabol R?-n az alabbi tartalmazasok kovetkeznek, lasd 4 &bra.

MR-special C R-special C SNGR vagy teljes C totalisan laza

p(i=i=li=

4. abra. Egy MR-special, egy R-special, egy SNGR és egy totalisan laza graf R2-n. Ezek a
példak mutatjik, hogy a fenti tartalmazasok szigoruak.

Tekintsiink egy t-klikk-6sszeg miveletet a G; = (Vi, Ey), Gy = (V,, Es) grafokon, a
Ky, Ky klikkek mentén; ¢t > 2 és K; C G;, i = 1,2. Ezt a mtveletet megszoritott klikk-
dsszeqg miveletnek nevezziik, ha t = 2, vagy ha t > 3 és létezik i € {1,2}, amelyre K;
maximaélis klikk G;-ben.

A totalisan laza merev grafokat R2-ben az alabbi tétel jellemzi.

5.2. Tétel. Legyen G = (V, E) egy dsszefiiggd grdf. Ekkor G totdlisan laza merev grdf R?-
ben akkor és csak akkor, ha G elddllithato 3-dsszefiiggd SNGR grdfokbol és teljes grafokbdl
megszoritott klikk-o6sszeqg miveletek sorozatdval.



6. Gyenge globalis linkeltség és kupgrafok

A G graf kupgrafjat dgy kapjuk meg, hogy a G csicshalmazéhoz hozzavesziink egy 0j w
csticsot, és a w-t a G Gsszes tobbi cstucsaval Osszekotjiik. Ezt a grafot G * w-vel jeloljiik.

6.1. Tétel. Legyen G = (V, E) egy graf. Az {u,v} csicspar akkor és csak akkor gyengén
globdlisan linkelt G-ben R*-n, ha {u,v} gyengén globdlisan linkelt a G * w grdfban R3-ban.

Ebben a szakaszban a fenti tétel bizonyitasarél mondok néhany szot. Az 5. szakasz
eredményeinek felhasznalésaval sikeriilt bizonyitani a gyenge globalis linkeltség alabbi ka-
rakterizaciojat R2-n.

6.2. Tétel. Legyen G = (V, E) egy grdf, u,v € V. FEkkor {u,v} akkor és csak akkor
gyengén globdlisan linkelt R*-n, ha létezik olyan n > 0 egész szdm és (G°,G',... G")
grafsorozat, amelyre G° = G, G™ globdlisan merev R*-n, és minden i € {0,...,n — 1}
esetén létezik valodi R®—n (u,v)-merev H' feszitett részgrafja Gi-nek, amelyre létezik eqy

olyan e' € E(G") — E(H") €l, hogy Gt = G'/¢".

Az alabbi tétel szintén karakterizalja a gyenge globalis linkeltséget, de a globélis lazasag
felsl nézve. Ez a 4. szakasz eredményeinek felhasznalasaval bizonyithato.

6.3. Tétel. Legyen G = (V,E) egy grif, u,v € V. Ekkor {u,v} akkor és csak akkor
globdlisan laza R*-n, ha {u,v} nem linkelt vagy ha létezik olyan B részgrafja G-nek, amelyre
u,v € V(B), wv ¢ E(Clique(G, B)) és a Clique(G, B) grifnak létezik olyan globdlisan
merev szupergrdfja, amelyben az uv eqy kritikus él.

A 6.2 és 6.3 tételekben a feltételek magasabb dimenzidban is elégségesek, és ez a 2. és 3.
szakaszok alapjan konnyen bizonyithato. (A feltételek sziikségességének bizonyitasa R?-n
méar korantsem trivialis.) Homaélyosan fogalmazva azt mondhatjuk, hogy a fenti két tétel
szerint az {u,v} par gyenge globélis linkeltségét vagy globalis lazasagat a G grafban R?-n
tanusitja a G' graf (globalisan) merev részgrafjainak és szupergrafjainak (és részgrafjainak
szupergrafjainak) egy megfelel rendszere. Ismert, hogy egy G graf akkor és csak akkor
(globalisan) merev R?-n, ha G'*w (globélisan) merev R3-ban. Mindezek alapjan a 6.1 tétel
méar konnyen bizonyithato.

7. Globalisan merev bévitések

Egy masik teriilet, ahol a totalisan laza grafokat és az 5. szakasz eredményeit alkalmazni
tudtuk, az az optimalizaciés probléma volt, amelynek soran egy graf minimalis globalisan
merev bovitését keressiik R%-n. Ennek a problémanak tobb kiilénbozs valtozata van. Te-
kintsiik a kovetkezd valtozatot, amelyben egy miniméalis silyt globalisan merev bévitést
keresiink.

(A) Adott egy tetszbleges G = (V, Ey U E') graf és egy w : E' — R sulyfiiggvény.
A célunk egy olyan E; C E’ részhalmaz keresése, amelyre a (V, Eg U Ey) graf globalisan
merev R*-n és w(Ey) = Y, cp, w(e) minimélis.
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Ez egy NP-teljes feladat, amelyre kordbban nem volt ismert approximacios algoritmus.
Legyen

Jo(G) = {uv 1 u,v € V,uv ¢ E, {u,v} gyengén globélisan linkelt G-ben R*-ben}.

Bebizonyithato, hogy a G + J,(G) graf totdlisan laza R2-ben. Ezt a grafot a G totalisan
laza lezartjanak nevezziik és tley(G)-vel jeloljiik. Figyeljiik meg, hogy a 2.2 Lemma (a)
része szerint az (A) feladattal ekvivalens az a feladat, amelynek soran a G helyett a
tley(G) grafnak keressiik egy minimalis stlyt bovitését. Igy az (A) feladat visszavezethetd
totalisan laza input grafokra.

A totalisan laza merev grafok strukturajara vonatkozod eredmények segitségével a fel-
adatra egy 5-approximacios algoritmust adtunk. Ez jar némi technikai nehézséggel, aminek
a részletezésétSl most tekintsiink el. Az algoritmus lényege az, hogy a 5.2 Tétel egy erd-
sebb valtozatanak alkalmazasaval az (A) feladat totalisan laza merev input graf mellett
visszavezethetd az alabbi problémara.

(B) Adott egy T' = (U, Fy) fagraf, egy F” élhalmaz az U csicshalmazon, egy w : F' —
R* sulyfiiggvény és XY C U csucshalmazok. A célunk egy olyan F; C F’ élhalmaz
keresése, amelyre az (U, Fy U F) gratban az x € X cstcsok egyike sem elvago csics, és az
y € Y cstcsok mindegyike benne van egy korben.

A (B) feladat két részfeladatra bonthato. Az egyikben az X halmazra vonatkozo kove-
telményeket kell teljesiteni, a masikban pedig az Y halmazra vonatkoz6 kovetelményeket.
Mindkét részfeladatra adhato 2-approximécios algoritmus, igy a (B) feladatra adhato egy
4-approximacios algoritmus. Az (A) feladat megoldhato ugy, hogy megkeressiik a G graf
egy minimalis stlyt merev bévitését (ez polinomialis id6ben megtehets), majd a kapott
merev graf totalisan laza lezartjanak megkeressiik egy minél kisebb silya globalisan merev
bévitését (erre a (B) feladat alapjan létezik 4-approximacios algoritmus). Igy a minimélis
silyu globalisan merev bévités feladatra egy H-approximéacios algoritmust kapunk.

A globélisan merev bévités feladat egy masik valtozataban minden 1j él sulya egységnyi
és barmely két nem-szomszédos cstcspart osszekothetjiik. Kiraly és Mihalyko bebizonyi-
totta, hogy ez a feladat merev input gréafra polinomiélis id6ben megoldhato, és a sziikséges
4j élek szaménak leirasara egy minimax tételt is adtak [6]. A 5.2 Tétel egy erdsebb val-
tozatdnak alkalmazasaval erre a minimax tételre egy (a korabbinal talan egyszeriibb) 1j
bizonyitast és egy 1j polinomialis algoritmust adtunk.

8. Minimalisan globalisan merev grafok

Zarasképpen megemlitem a gyenge globalis linkeltség egy d-dimenzids alkalmazasat.

Egy G = (V, E) graf minimdlisan globdlisan merev R%-ben, ha globalisan merev R%-ben,
és minden e € E élre teljesiil, hogy G — e nem globdlisan merev R%ben. A [1] cikkben
a szerzék bebizonyitottak, hogy ha G = (V, E) minimalisan globalisan merev R%ben, és



V| > d+ 1, akkor

B < (d+ 1)[V] - (‘“52).

Ezenkiviil a szerzgk azt sejtették (és be is bizonyitottak d = 1,2 esetén), hogy egy mi-
niméalisan globalisan merev graf R%-ben R4 -fiiggetlen, lasd |1, Conjecture 1]. Ha ez a
sejtés igaz, akkor kovetkezne, hogy egy G = (V, E) minimalisan globalisan merev graf
nem csak ritka, hanem minden részgrafja is ritka: minden U C V, |U| > d + 1 esetén
BU)| < (d+)|U] - (442).

A sejtésnek ezt a gyengébb valtozatat a gyenge globalis linkeltség segitségével igazoltuk
abban a specialis esetben, amikor G[U] merev R%ben.

8.1. Tétel. Legyen G = (V, E) egy minimdlisan globdlisan merev grdf. Tegyik fel, hogy
UCV,|U|>d+1 és G[U] merev. Ekkor |E(U)| < (d+1)|U| - (“4?).
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