Gyengén globalisan linkelt cstcsparok

Villanyi Soma
Témavezetd: Jordan Tibor

2023. junius 1.

Gyengén globalisan linkelt cstcsparok 2023. janius 1.

1/11



S
Alapfogalmak

A (G,p) part a G = (V, E) graf (d-dimenzios) realizaciéjanak nevezziik, ha p : V — R? fiiggvény. J

(G, p) és (G, q) ekvivalens, ha minden uv € E esetén ||p(u) — p(v)|| = ||g(u) — q(v)]|. J

(G,p) és (G, q) kongruens, ha minden u,v € V csucsparra ||p(u) — p(v)|| = ||q(u) — q(v)]|.

Ugyanannak a grafnak két ekvivalens, de
inkongruens realizaciéja.
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Alapfogalmak

A (G,p) part a G = (V, E) graf (d-dimenzios) realizaciéjanak nevezziik, ha p : V — R? fiiggvény. J

(G, p) és (G, q) ekvivalens, ha minden uv € E esetén ||p(u) — p(v)|| = ||g(u) — q(v)]|. J

(G,p) és (G, q) kongruens, ha minden u,v € V csucsparra ||p(u) — p(v)|| = ||q(u) — q(v)]|.

Ugyanannak a grafnak két ekvivalens, de
inkongruens realizaciéja.

A (G, p) realizaci6é globalisan merev, ha minden (G, p)-vel ekvivalens realizacié kongruens
(G, p)-vel.

A (G, p) realizacié merev, ha létezik olyan € > 0, hogy ha (G, q) egy (G, p)-vel ekvivalens
realizacio, és minden v € V-re teljesiil, hogy ||p(v) — q(v)|| < €, akkor (G, q) és (G, p) kongruensek.
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S
Alapfogalmak

Egy realizaciér6l NP-nehéz eldénteni, hogy (globalisan) merev-e.
Segit, ha feltessziik, hogy a realizacio "kell§en altalanos helyzetd". J
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S
Alapfogalmak

Egy realizaciér6l NP-nehéz eldénteni, hogy (globalisan) merev-e.

Segit, ha feltessziik, hogy a realizacio "kell§en altalanos helyzetd". J
A (G, p) realizaci6 generikus, ha az a halmaz, amely a p(v) (v € V) pontok koordinatait
tartalmazza, algebrailag fliggetlen Q folott. J

A merevség és a globalis merevség generikus tulajdonsagok:

G-nek van (globalisan) merev generikus realizacidja <
< G-nek minden generikus realizacioja (globélisan) merev

Ekkor G-t (globalisan) merevnek nevezziik.
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Alapfogalmak

Egy realizaciér6l NP-nehéz eldénteni, hogy (globalisan) merev-e.

Segit, ha feltessziik, hogy a realizacio "kell§en altalanos helyzetd". J
A (G, p) realizaci6 generikus, ha az a halmaz, amely a p(v) (v € V) pontok koordinatait
tartalmazza, algebrailag fliggetlen Q folott. J

A merevség és a globalis merevség generikus tulajdonsagok:

G-nek van (globalisan) merev generikus realizacidja <
< G-nek minden generikus realizacioja (globélisan) merev

Ekkor G-t (globalisan) merevnek nevezziik.

Egy graf (globalis) merevsége polinomialis idSben tesztelhetd a sikon.
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Globalisan linkelt csticsparok realizaciokban

Definici6 (Jackson, Jordan, Szabadka, 2006)

A (G, p) realizaciéban az {u,v} cstcspart globalisan linkeltnek nevezziik, ha

|lp(w) — p(v)]| = [lg(u) — q(v)|| minden (G, p)-vel ekvivalens (G, g) realizaciora.
v
Ebben a realizaciéoban {u,v} globalisan linkelt:
u
ag
c
b v
v
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Globalisan linkelt csticsparok realizaciokban

Definici6 (Jackson, Jordan, Szabadka, 2006)

A (G, p) realizaciéban az {u,v} cstcspart globalisan linkeltnek nevezziik, ha

|lp(w) — p(v)]| = [lg(u) — q(v)|| minden (G, p)-vel ekvivalens (G, g) realizaciora.
v
Ebben a realizaciéoban {u,v} globalisan linkelt:
u
ag
c
b e v
v
Ebben a realizaciéban {u, v} nem globalisan linkelt:
v
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Gyengén globalisan linkelt cstcsparok egy grafban

Definici6 (Jackson, Jordan, Szabadka, 2006)
A G grafban az {u, v} cstcspar
globalisan linkelt, ha G minden generikus realizaci6jaban {u,v} globalisan linkelt;

gyengén globalisan linkelt, ha G-nek létezik olyan generikus realizacioja,
amelyben {u,v} globalisan linkelt;

globalisan laza, ha G-nek nem létezik olyan generikus realizacioja,
amelyben {u, v} globalisan linkelt.

v
a by Ebben a grafban {u, v} gyengén globalisan linkelt
¢ (de nem globéalisan linkelt),
{a, c} globalisan laza.
b ¢ v
v
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Gyengén globalisan linkelt cstcsparok egy grafban

Definici6 (Jackson, Jordan, Szabadka, 2006)
A G grafban az {u, v} cstcspar
globalisan linkelt, ha G minden generikus realizaci6jaban {u,v} globalisan linkelt;

gyengén globalisan linkelt, ha G-nek létezik olyan generikus realizacioja,
amelyben {u,v} globalisan linkelt;

globalisan laza, ha G-nek nem létezik olyan generikus realizacioja,
amelyben {u, v} globalisan linkelt.

v
a by Ebben a grafban {u, v} gyengén globalisan linkelt
¢ (de nem globéalisan linkelt),
{a, c} globalisan laza.
b ¢ v
v
Tétel
A G = (V, E) grafban egy adott {u, v} cstucsparrol O(|V|?) idében eldénthets, hogy gyengén
globalisan linkelt-e R?-n.
v
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Alkalmazas: globalisan merev bévitések

Minimalis stulyt globalisan merev bévités feladat

Adott egy G = (V, Ep) graf, egy E' CV x V élhalmaz és egy w: B’ — RY sulyfiiggvény.
Keressiink olyan E; C E’ élhalmazt, amelyre a G + E; graf globalisan merev R?-n és
w(Ey) = ZEEEl w(e) minimalis.

A fenti feladat NP-teljes, és eddig nem volt ra ismert approximacios algoritmus.
A gyengén globalisan linkelt parok segitségével 5-approximécios algoritmus adhaté.

A feladat visszavezethets totalisan laza input grafokra.
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Minimalis stulyt globalisan merev bévités feladat

Adott egy G = (V, Ey) graf, egy E' CV x V élhalmaz és egy w: B/ — RY sulyfiiggvény.
Keressiink olyan E; C E’ élhalmazt, amelyre a G + E; graf globalisan merev R?-n és
w(Ey) = ZeeEl w(e) minimalis.

v
A fenti feladat NP-teljes, és eddig nem volt ra ismert approximacios algoritmus.
A gyengén globalisan linkelt parok segitségével 5-approximécios algoritmus adhaté.
A feladat visszavezethets totalisan laza input grafokra.

v
Definicio
Egy grafot totalisan lazanak neveziink, ha minden nem-szomszédos csticspar globalisan laza. J
Tétel
Legyen

J(G) = {uv : u,v € V,uv ¢ E, {u,v} gyengén globalisan linkelt G-ben R*-n}.
G + J(G) totélisan laza R?-n.
G + J(G) + E; akkor és csak akkor globalisan merev ]R2-n, ha G + FE; globalisan merev R2-n.
= = - = = et
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Alkalmazas: globalisan merev bévitések

Definicio

Egy G grafot TNGM (telitett nem globalisan merev) grafnak neveziink, ha G nem globélisan
merev, de barmely nem-szomszédos csticspar Gsszekotésével G globalisan merevvé valik.

Tétel

Minden 3-0sszefliggs totalisan laza merev graf elsallithato 3-6sszefiiggd TNGM grafokbol
klikk-Gsszeg miiveletekkel.
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Gyenge globélis linkeltség és kupgrafok

w

G G*w Egy G graf és a kapgrafja, G * w.

Tétel (Whiteley, 1983; Connelly, Whiteley, 2009)

G (globalisan) merev R%ben & G * w (globalisan) merev R -ben J
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Gyenge globélis linkeltség és kupgrafok

G G*w Egy G graf és a kapgrafja, G * w.

Tétel (Whiteley, 1983; Connelly, Whiteley, 2009)

G (globalisan) merev R%ben & G * w (globalisan) merev R -ben

Tétel
G = (V,E) graf, u,v € V.

{u,v} gyengén globalisan linkelt G-ben R%-n
<~
{u, v} gyengén globalisan linkelt a G * w grafban R3-ban
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Elégséges feltétel d-dimenziéban

Tétel (Elégséges feltétel a gyenge globalis linkeltségre)
Legyen G = (V, E) egy (d + 1)-6sszefiiggs graf, u,v € V, {u,v} C X C V.
Tegyiik fel, hogy G[X] merev R%-ben.
Modositsuk G-t a kévetkezSképpen:
A G — X minden C komponensére
egészitsiik ki teljessé a G[Ng(V (C)] részgrafot, és
téroljiikk a V(C) halmazt a grafbol.
Ha a kapott graf globalisan merev a R%-ben, akkor {u,v} gyengén globalisan linkelt G-ben ]Rd—ben.J

Clique(G,X)
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Egy d-dimenzités alkalmazas

Definicié

A G = (V, E) graf minimalisan globalisan merev R9%-ben, ha globalisan merev R%ben, és
minden e € E élre teljesiil, hogy G — e nem globalisan merev R%-ben.

Tétel (Garamvélgyi, Jordan, 2023)
Legyen G = (V, E) egy minimalisan globalisan merev graf, |V| > d + 1. Ekkor

d+2).

1Bl < @+ - (“]
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Egy d-dimenzités alkalmazas

Definicié

A G = (V, E) graf minimalisan globalisan merev R9%-ben, ha globalisan merev R%ben, és
minden e € E élre teljesiil, hogy G — e nem globalisan merev R%-ben.

v
Tétel (Garamvélgyi, Jordan, 2023)
Legyen G = (V, E) egy minimalisan globalisan merev graf, |V| > d + 1. Ekkor
d+ 2
12l < @+nivi- ("7 7).
v
Tétel
Legyen G = (V, E) egy minimalisan globalisan merev graf.
Tegyiik fel, hogy U C V, |[U| > d+ 1 és G[U] merev.
Ekkor d42
+
B < @+nwl-(“77).
v
Sejtés
A G[U] merevségére vonatkozo feltétel elhagyhato.
v
Gyengén globalisan linkelt csticsparok 2023. janius 1. 10/11




Hivatkozasok

Connelly, R., Whiteley, W.J.: Global Rigidity: The Effect of Coning. Discrete Comput Geom
43, 717-735 (2010)

Garamvolgyi, D., Jordan, T.: Minimally globally rigid graphs. European Journal of
Combinatorics 108 (2023)

Jackson, B., Jordan T., Szabadka Z.: Globally Linked Pairs of Vertices in Equivalent
Realizations of Graphs. Discrete €& Computational Geometry 35, 493-512 (2006)

Whiteley, W.: Cones, infinity and one-story buildings. Struct. Topol. 8, 53-70 (1983)

Villanyi Soma Gyengén globalisan linkelt csticsparok 2023. janius 1. 11 /11



