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Bevezetés

A félév soran egy idei cikk eredményét dolgoztam fel. A Qubit, a Coin, and an Advice String Walk Into a Rela-
tional Problem egy olyan kvantum-bonyolultsdgelméleti cikk, melyben a szerzék Scott Aaronson, Harry Buhrman
és William Kretschmer arra keresik a valaszt, hogy kiillonb6z6 stgasok hogyan érintenek kvantum bonyolultsagi
osztalyokat. Egy régebbi, 2006-os cikk eredményét felhasznalva belattak, hogy FBQP /poly # FBQP /gpoly.
A beszamolomban errdl irok, egy ezzel kapcsolatos nyitott kédésrdl, illetve teszek egy meggondolast a relacios
kvantumalgoritmusok uniform vs nem-uniform valtozatarol.

1. Kvantumelméleti el6késziiletek
Mig a klasszikus szamitasi modellek alapegysége egy két lehetséges (0 vagy 1) allapotban levs bit, a kvantumsza-
mitas ugynevezett qubitekre épiil. Egy qubit e két allapot szuperpozicidja, melyet algebrailag a kévetkezd modon

tudunk leirni:

Egy qubit allapota [1) :=a-|0) +b- |1), ahol a,b € C és |a|? + [b|* = 1.

A 0 bitnek a |0) := ((1)> felel meg, mig 1-nek az |1) := ((1)>, a-t és b-t amplitidoknak hivjuk.

Egy tobb qubites rendszer 6sszekapcsolt dllapotat az allapotok tenzorszorzataval tudjuk leirni, példaul egy 2 qubites
rendszer bézisallapotai:
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Egy |¢) := a-|0) + b -|1) szuperpozicioban 1év6 qubit allapotat nem ismerjiik, hogy mondhassunk rola vala-

mit, meg kell mérjiik a szamitasi bazisban, ekkor |a|? valoszintiséggel |0)-t mériink és |b|? valoszintiséggel |1)-et.
Viszont egy mérés soran az allapota is megvaltozik, 6sszeomlik a mért allapotra.

Altalanosabban, ha egy n qubites allapotot (regisztert) megmériink:
2n—
[¥) = apl0) +a1|1) + ...+ azn_1]2" —1) (most >_ |a;|> = 1), akkor |a;|? valoszintiséggel omlik 6ssze az |i) 4llapotba.
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A 2™ x 2™ dimenzios unitér méatrixok egy n qubites allapotot képeznek le egy masik allapotba, ezeket kvantum
kapuknak hivjuk. Néhany ismertebb kapu I, X, Z, Hadamard (H), Controlled-NOT (CNOT), Toffoli (T), ezek
koziil a beszamoloban csak a Hadamard-ra és a CNOT-ra lesz sziikség:
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Egy kvantumalgoritmuson valahany qubitre alkalmazott kvantum kapuk sorat, illetve rajuk alkalmazott mérése-
ket értjik - egy algoritmusban tipikusan néhany elére meghatéarozott kaput hasznalhatunk, melyek konstans sok
qubiten hatnak és egyiitt univerzalisak (azaz barmely kapu leirhaté a kombinaciojukbol). Egy kvantumalgoritmus
pedig leirhaté kvantuméaramkorrel, melyet konvencié szerint Ggy szoktunk abrézolni, hogy egy qubitnek egy vonalat
rajzolunk, majd balrél jobbra haladva &dbrézoljuk, milyen kaput alkalmazunk rajta, illetve hogy mikor mérjiik meg.
Példaul:

CNOT melyben az els6 qubit a control bit,
végiil mindkettét megmeérjiik.

0 > ] H Ahol H a Hadamard kapu, a kézéps6 kapu egy
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2. Bonyolultsagelmeéleti el6késziiletek

A bonyolultsdgelmeélet célja kiilonbozs szamitasi probléméak kategorizalasa. Az egyik legismertebb problémaosztaly
P példéaul olyan nyelveket tartalmaz, melyekhez létezik az input méretében polinomialis futasideji klasszikus al-
goritmus, ami eldonti az inputrél, hogy benne van-e a nyelvben vagy sem.

Kvantumalgoritmusokhoz hasonléan lehet definialni bonyolultsagi osztalyokat, példaul P kvantum analogja: EQP
(Exact Quantum Polynomial) amibe azon nyelvek tartoznak, melyekhez létezik polinomidlis futéasideji kvantum
algoritmus, ami eldonti az input nyelvbeliségét. Az hogy egy osztélyba milyen nyelvek tartoznak, fligghet az univer-
zalis kapuk halmazatol, ez a helyzet példaul EQP esetében is. Viszont vannak "szerencsésebben" definialt osztalyok,
mint BQP, amit a kovetkezs részben definidlok - a BQP-ben levs nyelvek halmaza mindig ugyanaz fliggetleniil a
megengedett kapuktol.

Kvantumalgoritmus esetén a futasidét az 6t leird kvantumaramkor kapuinak szdmaval mérjitk. Kvantum-bonyolultsagi
osztalyok esetén is beszélhetiink uniform osztalyokrol. Egy osztaly akkor uniform, ha létezik determinisztikus
Turing-gép, ami polinomi4lis idében futva megadja az input hosszéhoz sziikséges dramkort.

3. Definiciék
Most néhany definicioval vezetem el§ a cikk allitasat, miszerint FBQP /poly # FBQP /qpoly.

Definicié (BPP): Azon L C {0,1}* nyelvek osztalya, melyekre 3A polinomialis (klasszikus) algoritmus, hogy:

2
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Itt A(x) alatt az algoritmus outputjat értem z inputra, illetve L(z) € {0, 1} azt jelenti, hogy x benne van-e L-ben.
Tehat BPP esetén megengediink % valészintiséget, hogy hibézzon az algoritmus. Viszont megjegyzem, hogy a
’ > %” a definicibban 6nkényes, barmely 0 < € < % esetén irhatunk helyette ” > 1 — €” -t is - belathato, hogy a
mobdositassal is ugyanazok a nyelvek tartoznak az osztalyba.

Pr[A(x)

Definicié (BQP): Azon L C {0, 1}* nyelvek osztalya, melyekre 3A polinomialis kvantum algoritmus, hogy:
PriA(z) =L(z)] > 1—¢

Dontési problémak esetén x € {0,1}* inputra {0, 1} outputot keresiink (1 ha « € L, kiilénben 0). Relaciés problé-
méak esetén ezzel szemben t6bb output is megfelels lehet:

Definicié (Relaciés probléma): Egy R C {0,1}* x {0,1}* -et relacionak hivunk. Feltessziik, hogy R olyan,
hogy Vx Jy : (z,y) € R. Egy probléma relacios probléma, ha x € {0,1}* input esetén olyan y € {0,1}* outputot
keresiink, melyre (z,y) € R.



Definiciéo (FBQP): Azon R C {0,1}* x {0, 1}* relaciok osztalya, melyekre 3A polinomialis kvantum algoritmus,
hogy Vx € {0,1}*:

Pri(z,A(z)) e R] > 1—¢

Egy bonyolultsagi osztalyt ellathatunk sigassal. Ez alatt azt értjiik, hogy megengedjiik, hogy az algoritmus mellé
megadjunk egy {s, },>1 stgas halmazt, és amikor x inputra futtatjuk, akkor az algoritmusunk hasznalhatja az s,
sagast is a futasahoz.

Definicié (FBQP /poly): Azon R C {0,1}* x {0,1}* relaciok osztalya, melyekre 3A polinomialis kvantum algo-
ritmus és polinomialis méretd klasszikus sugéas {s, },>1, hogy Va € {0,1}*:

Pri(z, A(z]s)z)) € R] > 1 —¢

Definici6 (FBQP /rpoly): Azon R C {0,1}* x {0,1}* relaciok osztalya, melyekre 34 polinomialis kvantum
algoritmus és polinomidlis méreti klasszikus sugéasok eloszlasa {D;, },>1, hogy Vz € {0,1}*:

Pr [(z,A(z|r)) e R] > 1—¢

r~D,
Definicié6 (FBQP /gqpoly): Azon R C {0,1}* x {0,1}* relaciok osztalya, melyekre 3A polinomialis kvantum
algoritmus és polinomidlis méretd kvantum sagas {|¥n)}n>1, hogy Va € {0,1}*:

PT[(x,A(xH@/}n))) ER|>1—c¢

Itt |¢,,) -nek megengedjiik, hogy poly(n) qubit tetszéleges szuperpozicidja legyen.

4. FBQP /poly # FBQP /qpoly

Elgszor is jegyezziik meg, hogy trividlisan FBQP /poly C FBQP /rpoly C FBQP /gpoly, hiszen egyrészt a de-
terminisztikus stugas speciélis esete annak, hogy egy eloszlas szerint valasztjuk, mésrészt poly(n) qubit amplitadoit
megfelelen valasztva az eloszlast belekodolhatjuk a kvantumstgéasunkba.

A cikkben a Hoeflding egyenlStlenséget hasznalva belatjak, hogy FBQP /poly = FBQP /rpoly. Tehat itt a
randomizéltsag a sugésban nem ad tébbletet a kvantumalgoritmusunknak. Mésfelsl viszont az is igaz, hogy
FBQP /rpoly C FBQP/qpoly, ezt fogjuk belatni.
A szeparaci6 Otlete a kovetkezs: definidlunk egy Rp, F-t8l fliggs relaciot és belatjuk, hogy

e VF : Rp € FBQP /qpoly

e de dF : Rr ¢ FBQP /poly=FBQP /rpoly

Definicié (Rp): Legyen F' := {f,}n>1, ahol f,, : {0,1}" — {0, 1} boolean fiiggvény. Ekkor

Rp = {(33, (¥,0)) | fuly) © fuly®x) = b} ahol = € {07 1}nay € {07 1}n7b € {07 1}

Mivel f,,-ek lehetnek nagyon specifikusak, természetesen F' lehet olyan, hogy V f,,-et ki tudjunk szamolni polinomiélis
id6ben tetsz6leges inputra. Ha errdl van sz6, akkor persze Rp benne van FBQP /poly-ban is, s6t még sziikebb
osztalyokban is. A relacio nehézségét az adja, hogy véletlen valasztott F' szinte biztosan eléggé komplex lesz ahhoz,
hogy ne ismerjiink gyorsabb algoritmust f,, kiszdmolasara, mint a trividlis n mély dontési fat (ami viszont mar
exponencialis).



1) Belatjuk, hogy VF' : Rr € FBQP /qpoly:

Most mutatok egy kvantumalgoritmust, amely tetszéleges F-re megoldja az Rp relaciot, kvantum stgas mellett.
Legyen |1,,) a sigas n hosszi inputhoz:

fn ()

UE{O 1}”

Elgszor is tegyiik fel, hogy = # |0™), ezt megtehetjiik, ugyanis ha a csupanulla inputot kapjuk, akkor egyszertien
valaszolhatjuk (y,0) -4t tetszoleges y € {0,1}™ -nal, hiszen ekkor f,,(y) ® fn(y ®0) = fn(y) & fu(y) = 0.

Keressiink A € F5~1*" matrixot, melynek a nulltere pontosan {0, z}, majd rendeljiik hozza a stgasunkhoz az
n — 1 hosszu |Ay) regisztert:

= X s o= Y ()R

ye{0,1}n ye{0,1}"

Vegyiik észre, hogy ha A nulltere pontosan {0, z}, akkor
e Vy: Ay=00 Ay = Az ® Ay = A(z Dy)
e Ha z & {y,y @z}, akkor Ay # Az. Mert indirekt: 0 = Az® Ay = A(zdy) #0
Tehat, ha megmérjiik az |Ay) regisztert a szamitasi bazisban, akkor az |y) regiszter 6sszeomlik a kovetkezore:

(D) + (~) Oy 6 )

V2
Ezt kovetSen, ha megmeérjiik az |y) regiszter allapotat az {|y) + |y @ x) } bazisban, akkor 1-valésziniiséggel pontosan
akkor mériink |y) + |y @ z)-et, ha f,,(y) = fn(y © x), kiilonben 1-valoszintséggel |y) — |y ® x)-et mériink.

A specialis mérést ebben a bazisban a kovekezSképpen csindlhatjuk meg: Az dramkort x fliggvényében épitjiik
fel, ahol x helyiértéke 0, ott nem csinalunk semmit, csak a végén megmérjiik a szamitasi bazisban. Ahol pedig 1-es
van ott az egyikiiket control qubitnek valasztjuk és a tobbieket 6ssze CNOT-oljuk vele, végiil a control qubitiinkre

elvégziink egy H transzformaciot. Ha mindez megvan akkor mérjiik meg a qubiteinket a szamitasi bazisban. Pél-
daul, ha z = |011011):

T

0 f'( <1 Ekkor, ha z7292324252¢-0t mériink, azt allitom, hogy

1 D f( ) (y,b) := (21222324250, 2z6). Ehhez azt kell meggondolni, hogy

i D f( 23 a,CNOTjok ug}f \’za-l.toztatjak meg az .allapotun,kz.it, hogy csak
f'( két lehetséges mérésiink legyen, az egyik y, a masik pedig csak

g f'< %4 annyiban tér el, hogy ott a control qubit 1. Mig a H éppen a

1 < Z5  megfelelst ejti ki a ketts koziil (ez f,-t6l fiigg).

1 E f.( 26

Tehat VF esetén ez az algoritmus 1-valoszintiséggel jo outputot ad, igy Rr € FBQP /qpoly.

2) Belatjuk, hogy 3F : Rr ¢ FBQP/poly=FBQP /rpoly. Ehhez felhasznaljuk a hidden matching problé-

manak egy eredményét.

Definici6 (Hidden Matching): A HMy probléma a kovetkezs: Alice kap egy z € {0,1}" inputot, Bob pe-
dig egy M € My teljes parositast {1,..., N}-en. Alice kommunikalhat Bob-nak (forditva nem) és Bob-nak olyan
(i, 7,b) outputot kell adnia, melyre (i,j) € M és b= z; @ z; (ahol 4,5 € {1,..., N}, b € {0,1}).

Ekkor ha M y-t6l azt varjuk el, hogy My = {M;, Mo, ...

M., }, ahol ezek a teljes parositasok paronként éldiszjunk-

tak és m = Q(NN). Akkor a kovetkezd 2006-os eredmény igaz:



Tétel (Yossef-Jayram-Kerenidis): Béarmely egyiranyi randomizalt protokollhoz, mely megoldja a H M y-et
< % hibaval, sziikség van Q(v/N) kommunikaciora.

Ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy nincs lényegében jobb randomizélt algoritmus a trivialis-on kiviil, miszerint Alice
véletlenszertien kiild O(v/N) darab z; bitet, Bob pedig ha kapott olyan part ami eleget tesz (i,j) € M-nek, akkor
tud jol valaszolni. A birthday paradoxon szerint ugyanis, ha Alice T bitet kiild, akkor

2)N—-1" 2N

- ) . . T 4] gt s ol Ty 1 T?
E[Elek szama T random index kozt] = 5 Pr[Adott él parositasbeli] = ~

Ekkor viszont, ha T = c- v N, akkor ez %, tehat mar konstans c-re is nagy valoszintiséggel kapunk élet.

Térjiink vissza Rp-hez, ha adott nekiink f,, akkor a hozzi tartozo igazsagtabla egy {0, 1}2" bitsorozat. Mig ha
x # 0, akkor M, := (y,y ® ) minden z-re egy teljes parositas N = 2™ elemen, minden M, paronként éldiszjunkt és
minden inputhoz kiilonbozé M, tartozik, igy a szamuk 2™ — 1 = Q(2"). Ha Alice ismeri az igazsagtablat, Bob pedig
kap egy M, teljes parositéast, akkor ez egy H Mo» probléma (ahol Alice a stigasunk, Bob pedig az algoritmusunk).
Az el6z6 tétel miatt pedig ahhoz, hogy > % valoszintiséggel jol valaszoljon az algoritmus 9(2”/ 2) bit stigas sziikséges.

Tehat, ha F' ~ {F|F = {f,}n>1} egy uniform random eleme az Osszes lehetséges F-nek, akkor ahhoz hogy

> g valdszinidséggel jol fusson fix n-re - exponenciélis sugasra van sziikség. Tehét

ol

Prpoly(n) méretd s, sagas mellett « € {0,1}" inputra (z, A(z|s,)) € Rpr] <

Mivel minden n-re ezek a valoszintiségek fliggetlenek:
Prpoly(|x|) méretd {s,}n>1 stgasok mellett x € {0,1}* inputra (z, A(z|s,)) € Rp/] < H g =
Tehat 1 valoszintiséggel létezik F, amire Rrp ¢ FBQP /poly=FBQP /rpoly.

5. Tovabbi meggondolasok

e A kvantum algoritmusunkban 1 valoszintiséggel adunk jo outputot, igy azt is latjuk, hogy
VF : Rr € FEQP /qgpoly.

e Rr ¢ FBQP /poly -nil nem hasznaltuk ki, hogy a poly stgis mogott FBQP algoritmus van, gyakorlatilag
tetszleges uniform C osztalyra igaz, hogy Rp ¢ C/poly.

e Jeloljiikk Cy -val hogy egy C osztaly uniform, Cyy -val hogy nem-uniform.

Ekkor FBQP /poly = FBQSIZE yy(poly(n)) - hiszen polinomiélis méretdi program aramkore beleko-
dolhato a sigasba, masrészt FBQPy /poly C FBQP vy /poly C FBQSIZE vy (poly(n)).

e A tételnek egyuttal az is kovetkezménye, hogy FEQP /qpoly ¢ FBQSIZE yy (0(27)), hiszen a kvantum-
stugésos algoritmus 1 valészintiséggel megoldja a H Man-et, mig ehhez Q(2"/ 2) méretii klasszikus stigasra van
sziikség igy FEQPy /qpoly ¢ FBQPy /size(o(2")) = FBQSIZENU( (2™)) (az "=" az el6z6 ponthoz ha-
sonloan kévetkezik).

Nyitott kérdés: Ha egy relacios probléméat n qubites stgassal meg lehet oldani, akkor hany klasszikus bites sugasra
van sziikség ugyanehhez? Létezik-e probléma, ahol ©(27%/2)-nél tébbre van sziikség, vagy ennyi minden esetben elég?
Ezzel kapcsolatos eredmények, hogy sampling problémak esetén létezik olyan, amire 2(2") bitre sziikség van. Ezzel
szemben dontési és promise problémak esetén 0(2"/ 2) minden probléméara elég. A cikkben hajlanak arra, hogy
valoszintibb, hogy a valasz 2"-hez kozelebb van, mint 2"/2-hez.
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