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1. Bevezetés

El6z6 féléevben a Separating Words Problem-mel foglalkoztam a [3] 6sszefoglalo alapjan
[2]. Ezen munka folytatasaként ebben a félévben a fels§ korlatok megismerésén és altala-
nositasan dolgoztam.

1.1. Definicio. Jeldlje sep,;(aq,...q;) azt a legkisebb k szamot, amire létezik egy k alla-
potu véges automata, ami az aq, as, . .. a; szavak esetén kiilonb6z6 végallapotokba keriil.

1.2. Definicié. S;(n) = max{sep,(ai,...a) : ai,...a; a ¥ abc feletti maximum n hosszt
paronként kiilonbozé szavak. }

A separting words problem célja az Sy(n) fiiggvényre also és felss korlatokat talalni. Az
eddigi legjobb ismert fels6 korlat Ss(n) = O(n3), amelyet Chase bizonyftott be 2020-
ban[1]. A legjobb ismert alsé korlat Sa(n) = Q(log(n)).

A korabban belatott allitasok alapjan [2] a feladatot elég a ¥ = {0, 1} abc felett vizsgalni,
ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy ¥ = {0, 1}. A beszamol6 soran bemutatok az Sy (n)-
re eddig bebizonyitott fels6 becslések koziil néhanyat, koztiik a legerdsebbet is. Tovabba
a gyokos becslés altalanositasaban elért eredményemet fogom leirni.

1.1. Segédallitasok

Az alabbi, primszamokkal kapcsolatos tételt a késébbiekben sokszor fogjuk hasznalni:

1.3. Lemma. [7] Minden n > 2 természetes szamra létezik egy p < 4,4log(n) prim,
amelyre igaz, hogy p 1 n.

1.4. Koévetkezmény. Ha 0 <i,j5 < n,n > 2 és i # j, akkor 1étezik egy p prim, amelyre
p<4,4-log(n) ési# j (mod p).

A bizonyitas vazlata [2]-ben, a teljes bizonyitas a megjelolt [7] forrasban megtalalhato.



2. Felsd korlatok

2.1. Gyokos felsé becslés

El6szor egy egyszertibb @(ﬁ)—es fels6 korlatot ismerhetiink meg, melynek bizonyitésahoz
a korosztasi polinomok egyes tulajdonsagait fogjuk hasznélni.

2.1. Definicié. Legyen a = ag...a, 1 € {0,1}" és w = wow; ... w;_; € {0,1}. Ek-
kor pos,, (a)-val jeloljik a w részszé kezdGpozicidinak halmazat az a szoban. Forméalisan
pos,(a) ={j:0<j<n-—1la; =wy,...0j+_-1=w_1}.

2.2. Definici6. Legyen m € Z7T és i egy maradékosztaly modulo m. Ekkor pos,, (@), i-vel
jeloljiik a w részszo azon j kezddpozicidinak halmazat, amelyekre 7 =¢ mod m.

Ha az a és b binaris szavak kiilonbozdek, akkor pos; (a) # pos; (b). Kovetkezo lépésként azt
fogjuk belatni, hogy ha egy p primre és egy ¢ maradékosztalyra igaz, hogy |pos;(a),.| #
|pos; (b),.|, akkor az a és b szavakat meg tudjuk kiilonboztetni egy automataval. Ezutan
meggondoljuk, hogy létezik nem til nagy ilyen p és hozza megfelels 7.

2.3. Tétel (Chase [1]). Sa(n) = O(y/n - log(n)'?)

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy taladltunk egy p primet, i egy maradékosztilyt, melyekre
|posy (@)p,i| # |posy(b),.i|- (A kivetkezs allitasban fogjuk megmutatni, hogy tudunk talalni
ilyen p-t és i-t.) Tudjuk, hogy |pos;(a)p|, [pos;(b),:| < n és a 1.4 kovetkezmény miatt
létezik egy ¢ = O(log(n)) prim, amire a két érték osztasi maradéka kiilonb6zs. Készitsiink
egy olyan automatét, amely egy a sz6 esetén a |pos;(a),;| mod ¢ értéket szamolja. Ezt
megtehetjiik, ha ¢ darab p hosszi kort hasznélunk és ha egy kor i-edik allapotdban 1-est
olvasunk, akkor a kovetkezé kor i+ 1-edik allapotaba lépiink, egyébként ugyanazon a kéron
a kovetkezé allapotba. Ez egy pq allapotu automata, amely megkiilonbozteti a két szot.
A kovetkezd szamelmeéleti allitas alapjan létezik egy p prim, amely O(y/nlog(n)) méretii
és hozza egy ¢ maradékosztaly, amelyek megfelelGek. Ebbdl kovetkezik, hogy barmelyik
kettS n hosszt bindris szohoz létezik egy pg = O(y/nlog(n)'?) allapott automata, amely
megkiilonbozteti Gket. O]

2.4. Definicié. Legyen A C {0,1,...n — 1}. Ekkor definidljuk az A,;, = {j € A:j =i
mod p} halmazt.

2.5. Allitas (Chase [1]). Ha A # B C {0,1...n—1}, akkor létezik egy p = O(y/nlog(n))
prim és ¢ maradékosztaly, amelyekre |A, ;| # | Bl

2.6. Definicid. [4] Az n-edik korosztési polinom az a normalt polinom, amelynek gyokei
pontosan az n-edik primitiv komplex egységgyokok, mindegyik egyszeresen. @, (z) = (z —
&) ... (@ —E&ymy), ahol &1, ... §un) a primitiv n-edik egységgyokok.

2.7. Definicié. Ha a € {0, 1}" egy bindris s20, akkor jeldlje A(z) = Y27~ a;a’ az egyesek
general6 fiiggvényet. Ha A C {0,...n — 1}, akkor A(x) = 3200 14(4)z.

2.8. Lemma ([8]). Tekintsiik az A # B C {0,...n—1} halmazokat és az m € Z* szamot.
Ha minden ¢ € {0,...m — 1} maradékosztalyra |A,,;| = |B|, akkor ®,,(x) osztja az
(A(x) — B(x)) polinomot.



Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy ™ — 1 osztja az A(x) — B(x) polinomot, ugyanis
®,,(z) osztja ™ — l-et. Rogzitett i-re tekintsiik A(x) azon monomjait, amelyek zitkm
alakiak valamely k € Z"-ra, ezek szama |A,, ;|. Hasonléan B(x) azon monomjainak sza-
ma, amelyek /7" alaktak |B,,;|. A lemma feltétele miatt |A,, ;| = |Bml, ezért az A(z)
és B(z) ilyen monomjai parbaallithatok olyan médon, hogy egy A(x)-beli z7+51™ alaki tag
parja B(z)-ben egy xit%2™ legyen. Kénnyen ellendrizhets, hogy (z™ —1)|(ziHFm — githem),
Ezeket felhasznalva adodik, hogy =™ — 1 osztja az A(x) — B(x) polinomot. O

Bizonyitds. (2.5 Allitds) Tegyiik fel, hogy egy adott k € Z*-ra minden p < k prim és
i € {0,...p — 1} maradékosztaly esetén |A, ;| = |B,;|. Az el6z6 lemmabdl az kovetkezik,
hogy ®,(x)|(A(z) — B(z)) minen p < k primre. Az A(z) — B(z) polinom nem azonosan
nulla és a kérosztasi polinomik relativ primek, ezért az A(x) — B(x) foka legalabb a ®,(z)
korosztasi polinomok fokainak 6sszege kell legyen.

/{Z2

n > deg(A(z) — B(x)) > Y deg(®p(x)) = (p—1) ~ gk
p<k p<k
Azt kaptuk, hogy nlog(n) > nlog(k) > k2 azaz k < y/nlogn, amibél kivetkezik az
allitas. Il

2.2. A gyokos becslés Altalanositasa

2.9. Tétel. S;(n) = O(I°y/nlog(n)'®)
2.10. Definici6. Legyen | € Z*. Ha minden h # j € {1,2,...1} parhoz tartozik egy

in; € {0,1,...1—1} maradékosztaly, akkor ezek iy 2,413, .. .91, %23, . . .41, gydjteményét
(Gsszesen (;) darab) egy maradékosztély (é)—esnek nevezziik modulo p.

2.11. Lemma. Tekintsiik az Ay, Ay, ... A; C {0,...n — 1} paronként kiilonb6z6 halma-
zokat és az m € Z* szamot. Ha minden i19,...75-1; € {0,...m — 1} maradékosztaly
!)-esre valamelyik h, j-re igaz, hogy |(A)min ;| = [(Aj)my |, akkor @, (z) osztja az

(A1)(z), ... (A;)(z) polinomok koziil valamelyik kettd kiilonbségét.

Bizonyitds. Ha létezik egy h # j, hogy minden ¢ maradékosztalyra [(Ap)m.i| = [(A;)m.il,
akkor a 2.8 Lemma miatt ®,,(x) osztja az ((4;)(x) — (Ax)(x)) polinomot.

Ha nem létezik ilyen, akkor minden lehetséges h # j-hez van egy iy, ;, amelyre |(Ap)m.i, ;| 7
|(Aj)miin, |, ezeket Osszegytijtve egy i1, .. .41, maradékosztaly (é)—esbe a lemma felté-
telének ellentmondé példat taldlunk, tehat ez az eset nem lehetséges. O

2.12. Allitas. Ha Ay, As,... A; € {0,1,...n — 1} és paronként eltéréek, akkor létezik
egy p = O(ly/nlog(n)) prim és egy ¢12,...4_1; maradékosztaly (;)—es, hogy minden
0<h#j<l—1re|[(An)pi,;| 7 [(Aj)pin, |

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy k € Z*-raminden p < k prim és 4 5,...7%-1; € {0,...p—

1} maradékosztaly (;)—es esetén valamely h, j-re [(Ap)pi, .| = [(A))p,i,,|- Felhasznalva az
el6z6 lemmat a 2.5 Allitashoz hasonléan azt kapjuk, hogy:
l k>
()= denT ()~ (A)) = T destyle) = Slo - 1)~ o

hj p<k p<k



Tehat k < 4/ (é)nlog(n). O

2.9. Tétel. S;(n) = O(I°y/nlog(n)'®)

Bizonyitds. Az el6z6 allitast alkalmazva a pos, (a1), pos; (az), . ..pos;(a;) € {0,1,...n—1}
paronként kiilonb6z6 halmazokra azt kapjuk, hogy talalhato egy p = O(l4/nlog(n)) prim
és egy 419, ..4-1; maradékosztaly (é)—es, melyekre minden i # j-re |pos,(an)p,,| #
|p081 (aj )P,ih,j |

Definidljuk egy a szora az aldbbi értéket:

l —
V(a) = [posy (@)psrn| + 1 - [p0S1 (@)psrs| + 121p08, (@pir | + -+ - + 12 pos, (a)ps_, |

Koénnyen lathato6, hogy V(ap) # V(a;), ha 0 < h # j <1 —1, ugyanis a V(ay) és V(a;)
értékeket n alapt szamrendszerben felirva az iy, j-hez tartozé szamjegy kiilonbozo lesz.

Tudjuk, hogy V(a) < n(2+ 65 a 1.4 kovetkezmény miatt létezik egy ¢ prim, melyre

q=0 (((;) +1) (é) log(n)) = O(l*log(n)) és ami nem osztja a [11;(V(an) — V(ay))
szorzatot. Tehat a V'(ay), ...V (q;) értékek kiilonb6z6 maradékot adnak modulo g.

Készitsiink egy olyan automatat, amely egy a sz6 esetén a V(a) mod ¢ értéket szamolja.
Ezt megtehetjiik, ha ¢ darab p hosszti kort hasznalunk és ha egy kor ¢ j-edik &llapo-
taban 1-est olvasunk, akkor a (modulo ¢ értve) n®-el késébbi kor i 4+ 1-edik allapotaba
lépiink, egyébként ugyanazon a korén a kovetkezs allapotba. (Ahol n® a V' (a) képletében
a |pos;(a)p, | tag egyiitthatoja.) Ez egy pq allapotti automata, amely megkiilonbozteti a
szavakat. Tehat barmelyik n hosszi binéris sz6 [-eshez 1étezik egy pqg = O (I°y/nlog(n)'?)
allapotu automata, amely megkiilonbozteti Gket. O]

2.3. Masodik gyokos becslés

2.13. Definicié. Egy a € X" sz6 p-periodikus, ha a; = a4, igaz minden 0 < ¢ <
n—1—pindexre. A legkisebb ilyen p-t nevezziik a sz6 periddusanak. Egy szot periodikusnak
neveziink, ha a periédusa nem nagyobb, mint a hossza fele.

2.14. Lemma (Robson [6]). Az w0 és w1 szavak koziil legalabb az egyik nem periodikus.
(Ahol w0 azt jeldli, hogy az w mogé irunk egy 0-t.)

Bizonyitas. Jelolje | a w sz6 hosszéat, tovabba legyen py a w0 periédusa és p; a wl perio-
dusa. Indirekt tegyiik fel, hogy w0 és w1l is periodikus, azaz py < HTI és p1 < HTI Ekkor
Witap; mod po = 0 €S Witbpy mod p; = 1 minden a,b € Z-re. Az ap1+bpy = —x-ged(po, p1) va-
lasztassal, ahol x € Z és 0 < [—x-ged(po, p1) < po, p1 azt kapjuk, hogy 0 = wi_s.ged(po,pr) =

1.
[l

2.15. Lemma (Robson [6]). Legyen w € {0,1}!, a € {0,1}" és | < n. Ha w perioédusa p
€S Q... Qi —1 =W =ay;...aj4_1, akkor |j —i| > p.

Bizonyitds. Trivi. O]



2.16. Lemma (Robson [6]). Minden « < 1-re ha az a;_;11 ... a; részsz6 nem periodikus
és | < n®, akkor létezik egy 7, hogy ar_ji1...ar # a;_41 -..a; igaz minden olyan k-ra,
amelyre k =i mod j, de k # 1.

Tovabbé létezik egy ¢ konstans, ami csak a-tél fligeg, hogy j valaszthato c"lofg(")—nél nem

nagyobbnak.

Bizonyitds. Az a;...a;_;y1 peribdusa nagyobb, mint % A 2.15 lemma miatt tehat ezen
2n

sz6 el6fordulasainak szama a-ban maximum -

Minden ilyen eléfordulas kevesebb, mint (1 — «)~! darab j > 7 primszédmra ronthatja el

a lemméaban szerepld egyenlStlensaget. Ez azért igaz, mert |k — i|-nek nem lehet (1 —a)™!
darab 2-nél nagyobb prim osztoja. Ekkor ugyanis * > & = n'~* miatt az (1 — a)™!

darab n'~®-nal nagyobb prim oszt6 szorzata mar n-nél nagyobb lenne, de |k — i| < n.

Igy lennie kell egy j-nek az 7-nél nagyobb elsé ; 121‘&) prim kozott amire igaz a lemma els6
fele. A nagy primszamtételbdl kovetkezik a lemma méasodik fele. O

2.17. Tétel (Robson [6]). Sa(n) = O(y/nlog(n))

Bizonyitds. Legyen a # b € {0,1}". Jelolje i azt az indexet, ahol a két sz6 elGszor el-
tér. Ha i < y/nlog(n), akkor a [2|-ben szerepl§ eltérés a szavak elején rész miatt a
két sz6 megkiilonboztethets egy O(y/nlog(n)) allapott automatéaval. Ellenkezs esetben
az 2.14 lemma miatt az a, oz -+ és b, m...bi szavak kozil legalabb az
egyik nem periodikus. Tegyiik fel, hogy az a-ban 1év6 nem periodikus. Vélasszunk egy
j < e—mkes  — o(y/nlog(n)) szamot az 2.16 lemma alapjan. Ekkor minden k = i

\/ nlog(n)+1
mod 7, k # i szdmra U frtog(m) - W %aiim...ai.

1. abra. Példa a bizonyitas soran készitett automatéara a 011001 részsz6 és j = 3 esetén,
ha a részsz6 kezdépozicivjara azt irjuk eld, hogy 1-el legyen kongruens modulo 3. Forras:

[6]



Készitsiink egy automatat, ami az a, ...a; részszo olyan el6fordulasat keresi,

nlog(n)
amelynek p kezdépozicioja igaz, hogy p =i —/nlog(n) mod j. Az automata két részbél
fog allni. Az A rész az eddig beolvasott karakterek szamat tartja szamon modulo j. A
count = i — y/nlog(n) mod j allapot megegyezik a B rész kezdéallapotaval(nulladik
allapot). A B automata z-edik allapotaban akkor vagyunk, ha az el6z6 = karakter a részszo
x hosszu prefixe volt és a megfelels pozicioban kezd6dott modulo 5. Ez A rész j allapotbol
és a B rész tovabbi y/nlog(n) + 1 allapotbol all és az egész automata O(1/nlog(n))
allapottal megkiilonbozteti a két szot. O]

1989-ben Robson ezt a gondolatot javitva bizonyitotta be az @(n” %) fels6 korlatot, amely
a [6] cikkben olvashato.

2.4. A legerdsebb ismert becslés

Zachary Chase 2020-ban bebizonyitotta az eddig ismert legjobb fels6 korlatot [1], amely
szerint So(n) = O(n'/?). Ebben a fejezetben ezen eredmény bizonyitasénak lépéseit fogom
bemutatni. Az aldbbi abra mutatja, hogy a felhasznélt tételekbdl hogyan jutunk el a {6
eredményhez. Ugy gondolom ez segitséget nyujthat az egyes lépések kozotti sszefiiggések
megértéséhez és a teljes kép konnyebb atlatasahoz.

2.22 Fotétel

[ N

2.14 Lemma 2.15 Lemma  2.19 Segédtétel 1.4 Prim lemma 2.20 Automata készité

2.26 Allitas

2.27 Allitas

/N

2.24 Tétel 2.25 Lemma

2.18. Definicioé. Az A C {1,...n} halmazt d-szeparaltnak nevezziik, ha minden ¢ # j €
A-ra |j—1| > d.

2.19. Tétel (Chase [1]). Ha A # B C {1,...n} és n'/3-szeparéltak, akkor létezik egy
p = O(n'?log®(n)) prim és i maradékosztaly modulo p, melyekre |A, ;| # | Bpil.

ElGszor ezen tétel felhasznalasaval bebizonyitom a f6 eredményt, majd a kovotkezs részben
bemutatom a segédtétel bizonyitasanak lépéseit.
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2.20. Lemma (Chase [1]). Legyen m € Z*, i € [m]y egy maradékosztaly modulo m, ¢
primszam és a € [q]o maradékosztaly modulo g. Ekkor létezik egy 2mgq allapotti automata,
amely pontosan azokat az x € {0,1}" szavakat fogadja el, amelyekre |pos, (z)m.i| = a
mod q.

Bizonyitdas. Készitsiink egy ¢ darab m hosszt korbdl allo automatat, melyben minden
allapotbol ketts van, egy 0-4s és egy 1l-es. Mindegyik kor azt ellenérzi, hogy a w szot
olvassuk-e a megfelel6 pozicioban. Azaz ha a kor i-edik allapotaban a w-et olvassuk a
kor 7 4+ 1-edik allapotédnak az 1-es valtozataba keriiliink. Ameddig a w kovetkezd bettjét
olvassuk a kovetkezd allapot 1-es valtozataba keriiliink. Ha valamelyik 1épésben nem a
w megfelels betiije kovetkezik, akkor a kovetkezd allapot 0-a4s véltozataba lépiink. Ha
egy kor i + len(w) — 1-edik allapotanak az 1-es példanyaban a w utolsé bettjét olvassuk
akkor atkeriilonk a kovetkezé kor ¢+ 1-es allapotaba, ellenkezd esetben ugyanazon a koron
maradunk. Az a-adik kor allapotai lesznek az elfogadé allapotok. O

Fel fogjuk hasznalni a Robson-féle gyokos becslésnél bebizonyitott 2.14 és 2.15 lemmékat:

2.14. Lemma (Robson [6]). Az w0 és w1 szavak koziil legalabb az egyik nem periodikus.
(Ahol w0 azt jeldli, hogy az w mogé irunk egy 0-t.)

2.15. Lemma (Robson [6]). Legyen w € {0,1}!, a € {0,1}" és | < n. Ha w periédusa p
€S Q... Qi —1 =W =ay;...aj4_1, akkor |j —i| > p.

2.21. Kovetkezmény. Ha w sz6 periddusa p, akkor a pos, (a) halmaz p-szeparélt.
2.22. Tétel (Chase [1]). Sy(n) = O(n'/?log’(n)).

Bizonyitds. Legyen a,b € {0,1}" két kiilénboz6 binaris sz6. Ha az elsé 2n'/? pozicio
valamelyikén eltér a két szo, akkor a [2]-ben 1évG eltérés a szavak elején rész miatt készen
vagyunk. Kiilénben legyen k > 2n'/3 az a pozicio, ahol a két sz6 elGszor eltér. Legyen
W = Qy_op1/syg - Qg1 = by_opisssq ... b1 az ezen pozicié elStti kozos 2n'/3 — 1 hosszt
részszavuk. Ez el6z6 ketté lemma miatt valaszthatunk egy w € {w'0,w'1} szot, amelyre
a sep,,(a), sep,, (b) halmazok n'/3-szeparaltak. Emellett sep,,(a) # sep,,(b) is igaz lesz.

A 2.19 segédtételt felhasznalva azt kapjuk, hogy létezik egy p = O(n'/3log®(n)) prim és
i € [p]o maradékosztaly, melyekre |pos,(a),:| # |[pos,(b)yi. A 1.4 kovetkezmény miatt
létezik egy ¢ = O(log(n)) prim, melyre |pos,,(a),| # |pos,,(b),: mod q.

Ezutan felhasznélva a 2.20 lemméat kapunk egy 2pg = O(n'/3 log7(n)) allapott automatat,
amely megkiilonbozteti a két szot. O
A 2.19 segédtétel bizonyitasa

2.23. Definicié. Definialjuk a komplex polinomok egy részhalmazat az alabbi mddon:
Pn=A{plx) =1—o0a?+ 37 sa;27 € Clz] : 1< d<n'/3 0 e{0,1},]a;] <1Vj}

2.24. Tétel (Chase [1]). Létezik egy C; abszolut konstans, melyre igaz, hogy ha n > 2
és p € Py, akkor max, ¢ ,-2s 3)|p(z)| > exp(—Cin'/?log’(n)).

Itt p(x) egy komplex polinom, aminek a maximumat egy olyan intervallumon nézziik, ami
a valos szamok részhalmaza.



2.25. Lemma ([5]). Tegyiik fel, hogy p(x) = >_7_, a;x? € C[n| komplex polinomra igaz,
hogy |a;|< 1 minden j-re. Ekkor ha (z—1)*|p(z), akkor MaX, kg Ip(z)| < (n+1) (g)]C

A lemma azt a gondolatot hasznalja fel, hogy ha egy polinomnak az 1 tébbszoros gyoke,
akkor a polinom derivéltjai elttinnek az 1 helyen, azaz itt sima. A p(1) = Z?:o a; <n+1
és az 1 pont koriili simasag miatt az 1 kozelében a polinom értékei nem lehetnek tul
magasak.

A tovabbiakban a 2.24 Tétel és a 2.25 Lemma felhasznalasaval bebizonyitjuk a segédal-
litast. Ezen felhasznalt két tétel bizonyitasara nem térek ki és a megjelolt forrasokban
megtalalhatoak.

2.26. Allitas (Chase [1]). Létezik egy C' > 0 abszoltt konstans, hogy ¥n > 2 és p € P,-re

[Cn'/%log® ()] pem osztja p(z)-ct.

igaz (x — 1)
Bizonyitds. Legyen C egy megfelelGen nagy konstans. Indirekt tegyiik fel, hogy valamely
n-re és p € Py-re (x— 1)L07* 108 M) ogztia p(z)-et. A 2.25 Lemma és a 2.24 Tétel felhasz-
nalasaval az alabbi egyenlGtlenség lanc vezethetd le:

> max [p()]

e) LCn'/3 log®(n)]
16[17%71—2/3 log®(n),1]

(n+1) (5

> max x
T ze[l-n—2/31] |p( ) |

> exp(—Cn'/ log*(n))

1 Cn'/310g%(n)
-(0)

Ha C' elég nagy, akkor ez ellentmondas, ugyinais § < % O

2.27. Allitas (Chase [1]). Legyenek az A # B C {1,...n} halmazok n'/>-szeparaltak.

m

Ekkor létezik egy m = O(n'/?log’(n)) egész szém, amelyre >, a™ # >, 5 b™

Bizonyitds. Definialjuk az f polinomot a kévetkezd modon: f(z) = > 7 e;a?, ahol €; =
1a(j) — 1p(j). Legyen r € Z* az a legnagyobb szam, amelyre ¢ = - -- = ¢, = 0. Ekkor
az f(z) = % = € + €12 + ... €,2" " polinom fGegyiitthatoja 1 vagy —1. Feltehetd,

hogy €, = 1 (ellenkezs esetben az A és B halmazt megcseréljiik). Az A és B halmazok
n'/3-szeparalhatéak, amibél az kovetkezik, hogy f(z) € P,.

Az 2.26 Allitas miatt (z — 1)l07"/*18°™] nem osztja az f(z) polinomot, emiatt f(z)-
et sem. Ez azt jelenti, hogy létezik egy 0 < k < |Cn'/3log’(n)| egész szam, amelyre
f(x) = (x—1)*g(z) és (x—1) t g(), azaz g(1) # 0. Ekkor az f fiiggvény k-adik derivéltja
f®(z) = (K)g(x) + (x — 1)(...), tehat f®)(1) # 0 és k a legkisebb ilyen szam. Ha k = 0,
akkor 0 # f(O(1) = f(1) = |A| — | B|, tehat m = 0-val igaz az allités.

Ha k > 0, akkor indukciéval belatjuk, hogy minden m < k-ra ) _,a™ = >, 50" és
> wen @ # S pbF. A kezdolépéshez be kell latni, hogy m = O-ra igaz az egyenldség,
azaz |A| = |B|. Ez igaz, mert 0 = f©(1) = f(1) = |A| — |B|.

Az indukcids 1épéshez tegyiik fel, hogy 0, ...m — 1-re igaz az egyenlGség és be szeretnénk
latni, hogy > . a™ = > .50 ham < k vagy > ,a™ # >, .zb™ ham = k.
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Tudjuk, hogy ¢ = f™(1) = Z?’:Oj(j —1)...(j —m+ 1) és ¢ = 0, ha m < k,
¢ # 0, ha m = k. Rendezziik a j™-es tagokat a bal oldalra, ekkor azt kapjuk, hogy
S0 dmLal) = XM Le() = K05 e (0 1al) = 018 ()) — e = —e. Itt
az a;-k a megfelel§ egyiitthatok és felhasznaljuk, hogy Z?:o ' 0a(j) = D eqa™. Ezzel
belattuk az allitast.

]

2.19. Tétel (Chase [1]). Ha A # B C {1,...n} és n'/3-szeparéltak, akkor létezik egy
p = O(n'3log®(n)) prim és i maradékosztaly modulo p, melyekre |A, ;| # |B,i|.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas alapjan vélaszthato egy olyan m = O(n'/?log®(n)) egész
szam, amelyre Y, a™ # >, 0" A 14 kévetl?ezmény alkalmazasahoz felhasznaljuk,
hogy > ca0™ < m-nés Y, 0" < n-n™ Igy azt kapjuk, hogy létezik egy p =
O(log(n™*1)) = O((m + 1)log(n)) = O(n'/*log’(n)) prim, amelyre >, a™ # >, 5 b™
mod p.

Megfigyelhetjiik, hogy > ., a™ = 5:11 |A,;]i™ mod p és ugyanez igaz B-re is. Ezt fel-
hasznalva adodik, hogy S P_!|A,:li™ # SV} B,.|i™ mod p. Ebbdl kivetkezik, hogy

valamely i € {0,...p — 1}-re |A,,| # | Bpal- O
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