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1. Bevezetés

Az 6nallé projekt 3 targy soran elliptikus modellfeladatok bilinearis végeselemes kodolasdval foglalkoztam.
A szdmolasok elvégzésére és az abrék elkészitésére a Matlabot [2] haszndltam.

A projektmunka soran két feladatot vizsgalunk: el6szor egy Poisson-egyenletet, majd ennek médositdsaval
szakadasos egyiitthatéos PDE-t. Mindkét feladatot megoldjuk numerikusan, majd 6sszevetjiik az altalunk
ismert pontos megoldassal. A feladatok numerikus megoldasdhoz a végeselem-moddszert hasznaljuk. A
vizsgalt tartomanyokat mindkét esetben egyenld, h oldalhosszisdgi négyzetekre bontjuk, majd ezek felett
a megoldast uin. bilinedaris fiiggvényekkel kozelitjiik. Bilinedris fliggvényeknek nevezziik az

T,y a+br+cy+dry

alaku fliggvényeket.
Egy h oldalhosszisagi négyzeten a
xy
pi(z,y) = 2
bézisfiiggvényt, és annak néhdny transzforméltjat haszndljuk. Az abran a végeselem moddszerhez
hasznalt bilinearis végeselemekhez haszndlt egyik bazisfiiggvényt dbrazoljuk kiilonb6z6 irdnyokbdl.

Bazisfuggveny
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1. dbra. A hasznalt bazisfiiggvény egy h oldalhosszisagu négyzet felett

A kapott récs pontjait lexikografikusan egy darab N? hosszii vektorba rendezziik tgy, hogy el6szor
az z-tengely, majd az y-tengely mentén noveljiik az indexeket. KEzzel a rendezéssel a racspontokbeli
kozelitett értékeket egy uy, € R? vektorban tudjuk eltarolni, vagyis uy,-vel jeldljiik a numerikus megodést.
A Galjorkin-médszert alkalmazva a folytonos feladatunkat diszkrét, Apuy, = by, alaki feladattd alakitjuk,
amit aztdn Gauss-elimindciéval oldunk meg. A linedris algebrai egyenletrendszerben az egyiitthtométrix
elemeinek képlete

aij:f_ov@i'v@jv

bz‘:fnif%‘-

A bazisfiiggvényeket ¢;-vel jelojiik, ezek tartéinak kozéppontjait g;-vel. N jeldli a belsé osztéopontok
szamat, h az ekvidisztdns racstavolsagot.

a jobboldal képlete

2. 1. feladat
Az elsé altalunk vizsgdlt feladat az alabbi :

~Au=f, 2=[0,1]x[0,1]
u|r =0,
f(z,y) = 272 sin(wz) sin(7y)



Ennek ismerjiik a pontos megolddsdt, ami u(z,y) = sin(7z) sin(7y). Ennek megfeleléen tudjuk kés6bb
szamolni a numerikus megoldas pontos megoldastol valé nagysagrendbeli eltérését. A numerikus megoldas
kiszdmoldsdhoz visszavezetjilk egy diszkrét feladatra a problémankat. A kovetkezé alfejezetben ehhez
szamoljuk ki az egyiitthatématrixot.

2.1. Az egyiitthatématrix

Az Aj egylitthatémaétrix elemeinek képlete: a;; = fn Vi Vej. Az egyes elemek értéke a béazisok
egyméashoz valé pozicidjatdl fiigg, ez alapjan kiilonboztetjilk meg az eseteket. Az egyes esetekben az
aldbbihoz hasonlé szamolast kell elvégezni az egytitthatomatrix elemeinek kiszamolasahoz.

2.1.1. Példa egyiitthat6 kiszamitasara, ha atlésan helyezkednek el a bazisfiiggvények

4j
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2.1.2. Az egyiitthatématrix értékei

A szamolasok részletei nélkiil tartalmazza az alabbi tdblazat a sziikséges integralok értékeit.



Bazisfliggvények pozicidja Bézisfiiggvények dbréan | [, Vi, - Vi, értéke

gie o qj
a bazisfiiggvények tartéinak nincs metszete 0
4q;
di
atlésan helyezkednek el a bazisfiiggvények —%
qi d;
egymads mellett helyezkednek el a bézisfliggvények —%

egymas felett helyezkednek el a bazisfiiggvények &

4;
ugyanott vannak a bézisfiiggvények . %

2.1.3. A teljes egyiitthatématrix

A kiilénbozo esetekbél kapott értékek Osszeillesztésével kapjuk meg a teljes egytitthatématrixot.
A féatléban 1é6vé blokkmatrix:

8 -1
s = 0 0 O
i g =1 0
E- (3) 3 8 o 0 RN*N
1D AT AL
A I |
o 0 0 7% 3
A 2. 4tléban 1é6v6 blokkmétrix:
-1 -1
5 3 0 0
-1 -1 -1 0
3 3 3 1 NxN
F={0 3 Z ZF o0]er
0 0 F 3 3
|
o 0 0 5 =
A teljes egytitthatomatrix:
E F 0 0 O
F E F 0 0 .
0 F E F 0|eRV™N
0 0 F E F
0O 0 0 F FE

2.2. Jobboldal
Az egyenletrendszer jobboldaldnak képlete b; = |, o, [pi- A szdmoldsok sordn alkalmaztuk a

fn fsowf(qi)/gi @i (1)

kozelitést.
A [ o, pi kiszdmoldsdhoz a bazisfiiggvény tartéjat 4 egyenld négyzetre bontjuk. Forgasszimmetria
miatt elég csak az egyik négyzeten kiszamolni az integralt.



0 0
N1 | N3
0 1 0
Ny | Ny
0 0
0
Az N négyzeten ¢; = %, és

h h
z(h-vy) [ h-y[2? 1/ 1 y? h?
= DY) dedy = T ody=- h-ydy=-|m-L| =2
lew f[o,h] /[o,h] h? v [0,h] h? | 2 Y73 [0,h] YW= y=0 4

=0
tehdt [, ¢; = v In, #i= h2.

2.3. A numerikus megoldas

Az aldbbi dbran a megoldas numerikus kozelitése lathato.

Numerikus megoldas
o o o
= [=2] [=+]

o
N

—-o
M

0.5 0.6
0.4

0.2
Y racspont 0 o x; racspont

2. abra. A numerikus megoldas, N = 32 mellett.

2.4. Hiba

Az alabbi tablazat a numerikus megoldas pontos megoldédstol valé nagysdgrendbeli eltérését tartalmazza
a Hl-normaban. A kapott értékek két hibaforrasbdl adédnak, az egyik a végeselem-médszer hibdja, a
masik pedig az[T}es egyenletbeli kozelitésbdl adédd hiba. Lathat6, hogy N novelésével az sszesitett hiba
nagysaga 0-ba tart, tehdt valoban kozelitjiikk a megoldast.

N | Hiba nagysiga

1 0,5124
8 0,1527
16 0,0423
32 0,0112
64 0,0029

128 | 7,3175-107*
256 | 1,8435-107*
512 | 4,6268-107°




3. II. feladat

Ebben a fejezetben egy olyan feladat vizsgédlata volt a cél, melynél a megoldas gradiense nem folyto-
nos, de a jobboldal folytonos. Ennek megfeleléen irtuk fel az alabbi feladatot szakaddsos egyiitthatok
hasznélataval. A pontos megoldas legyen

u(z,y) = z(z)(y - y*), ahol

z(x):{x’ haxsé

82%(1-x), haw>1

A PDE:
-85 (pOgu) - BZu = f, ahol p(x) =p1 =2, hax < %, ésp(x)=p2=1, haax> % A megoldas nincs
C'-ben, azonban a végeselem-médszer megfelel$ a gyenge megoldds kozelitésére.

3.1. Az f(x,y) jobboldal

A feladat jobboldalat az aldbbiakban szdmoljuk ki.
Ha 2 < 1, akkor u(z,y) = 2(y — y?). Ekkor Vu = (y(1 -y),z(1 - 2y)).

<3,
2
(5) - Cotr- a2,
- 0 (pOyu) - 6§u =2z.
Ha z > 3, akkor u(z,y) = 82°(1 - x)(y - y?). Ekkor Vu = (8(32? - 42®)(y - ?),8(2® - 2*)(1 - 2y)).
1 .
(1) vu= 060 - a0y - 21805 - a2,
-0 - 8§u = —48z(1 - 2z)(y - y°) + 1623 (1 - z).
Tehat

2z, haxﬁé

f@y) = {—4833(1 -2z)(y-y?) +1623(1-2), haz> 3.

3.2. Az egyiitthatématrix

Az egyiitthatomatrix elemeinek képlete:
a(u,v) = fp@xuﬁmv + 0yudyv = a;; = fﬂp@xcpiﬁm% + 0y piOy ;.

Ebben az alfejezetben az egylitthatématrixban szereplé elemek tagjait szamoljuk ki. Az abrdkon a
bézisfiiggvények egymaéshoz val6 elhelyezkedését, illetve a bazisfiiggvények racspontokban felvett értékeit
abrézoljuk. Az egyes négyzetekben a réacspontokban felvett értékekre illesztiink bilinedris fiiggvényeket,
igy kapjuk meg a bazisfiiggvények képletét. g;,q; jeloli a ¢;,¢; bazisfiiggvények kozéppontjait rendre.
Sziirkével emeljiik ki a bazisfliggények tartéinak metszetét. A bézisfliggvények egymaéashoz valé elhe-
lyezkedése alapjan kiilonboztetiink meg eseteket. Az aldbbi alfejezetben bemutatjuk az egyik esetben a
szamolds részleteit, a tobbi esetében is hasonld szamolasok sziikségesek.



3.2.1. Példa eset: egymasra illeszkeds bazisfiiggvények
Ebben az esetben ¢; = q;, és ; = ¢;.

0
0 0
N1 | N3
0 1 0
Ny | Ny
0 0
0

Forgésszimmetria miatt elég az egyik kis négyzeten (legyen ez N;) kiszdmolni az |, N, OzpiOzpj és az
I, OypiOyep; értékeket.
0 0

Pi

z(h-y).
hz

f 0z piOspj = f fh (h— y)2 dxdy—};foh[m(hQ—thwz)]

1 [hgy_ 2h%y2 +_hy3]h 1
y=0

j(x,y) = Oppj =

" 1 rh 2 2
:ﬁ./o h® = 2h2y + hy? dy =

(2)

=0

2 3

1 h aﬁgh 1 h B3 1 xByh 1
Dy pi) ff dd_—ff PO T S N ) R S
/ yPi0yP;j = T dy 0 3 z:Oy e 3 Y e (3)

Tehat azt kapjuk, hogy

4
4
am 18x j = faz za:c i = o0
fQ 00z, ; , 0epi0sj = 3

4
8,00y 0; = f 0,00y 0 = =
fn yPiOyPj ; Ny yPiOyPj

3.2.2. Az egyutthatématrix értékei

/Qpﬁxwaxwﬁayw@y%=pf98x<pi8x<pj+8y<pi3y<pj,

mivel p konstans értékii. A szamolasok részletei nélkiil tartalmazza az aldbbi tdblazat a sziikséges in-
tegralok értékeit.



Bazisfliggvények pozicidja

Bézisfiiggvények dbran | p [, 0,0:050; + Oypi0yp; brtéke

a bazisfiiggvények tartéinak nincs metszete

qi e o qj

egymasra illeszked6 bazisfiiggvények,
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet

egymasra illeszked6 bazisfiiggvények,
a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet

S

wloo

egymas melletti bazisfiiggvények,

EX
=

a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet -1
egymds melletti bazisfiiggvények, 1

a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet 3
egymas feletti bazisfiiggvények, 0

a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet

egymas feletti bazisfiiggvények,
a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet

atlos bazisfliggvények,
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet

atlés bazisfiggvények,
a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet

egymadsra illeszked6 bazisfiiggvények,

-..-. r LQ
R .
82
0

10

athalad rajtuk a felez6vonal 3
egymads feletti bazisfiiggvények, 1
6

athalad rajtuk a felez6vonal

3.2.3. A teljes egyiitthatématrix

A foatloban 1évé blokkmaétrix:

4 -1 0
-1 4 -1
E,=[{0 -1 ¥
-1

0o o

0 0 0

A kilénboz06 esetekbél kapott értékek Gsszeillesztésével kapjuk meg a teljes egytitthatomatrixot.

ERNXN
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A 2. 4tléban 1é6v6 blokkmétrix:

0 3 0 0
2 0 F 0 0
z 51
F,=l0 ZF 2 2 0]eRVY
-1 1 -1
00 5 5 3
0o 0 0 F F
A teljes egylitthatométrix:
E, F, 0 0 0
F, E, F, 0 0 .
0 F, E, F, 0]|eRVN
0 0 F, E, F
0 0 0 F, E,

3.3. Jobboldal
Az egyenletrendszer jobboldaldnak kiszdmoldsdhoz felhaszndljuk a 221 alfejezet és a [3.1] alfejezet

eredményeit, tovabba alkalmaztuk a
[9@- foiw f(ai) /Q i

kozelitést.

3.4. Numerikus megoldas

A linedris algebrai egyenletrendszer megolddsaval megkapjuk a feladat numerikus megoldasat. A nume-
rikus megoldas N = 17 esetén:

Numerikus megoldas
Numerikus megoldas

0.4

0.2
y; racspont 0 0 x; racspont 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X‘ racspont

(a) Feliilnézet (b) Oldalnézet

3. dbra. A numerikus megoldas kiilonb6z6 nézetekben

A pontos megoldas N =17 esetén:



0.25 —

0.2 —

o
El
|

Pontos megoldas
o
1

Pontos megoldas

0.05 —

0.6
0.4 0—

y; racspont 0o x, racspont 0 0.2 04

0.2

0.6
X, racspont

(a) Feliilnézet (b) Oldalnézet

4. dbra. A pontos megoldds kiilonbozé nézetekben
A BBl és afdb] dbran jol lathatd, hogy a megoldés folytonos, és = = 0.5-ben torik.
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