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Bevezetés

Elliptikus feladatok megolddsa numerikus médszerekkel;
Végeselem-mddszerrel dolgozunk;
Implementécié MATLAB-ban;

A vizsgalt tartomanyokat mindkét esetben egyenld, h oldalhosszisagu
négyzetekre bontjuk;

Bilinedris fuggvények: x,y — a+ bx + cy + dxy
Adott folytonos elliptikus feladat;
Galjorkin-médszer — Apup = by alaki feladat;

2/24



Bazisfuggvények |.
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° i(x,y) = 7% és transzformaltjai:
o (h=x)(h—y). x(h—y). (h—x)y

Pi

0 0

Figure 1: A ; bazisfiiggvény altal felvett értékek. "



Bazisfliggvények II.
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Figure 2: Az egyik hasznalt bazisfuggvény egy h oldalhosszisdgu négyzet felett.
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|. feladat

Az elsé altalunk vizsgdlt feladat az aldbbi :

—Au=f, Q=[0,1]x [0,1]

f(x,y) = 2n?sin(mx) sin(my)

A pontos megoldds: u(x,y) = sin(mx)sin(my).
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A LAER felirasa

@ Az egyiitthatématrix elemeinek képlete:a;; = fQ Vi - Vi
@ a jobboldal eleimeinek képlete: b; = [ fo;;
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Példa egyutthaté kiszdmitdsara |.

Példa egyutthaté kiszamitdsara, ha atldésan helyezkednek el a
bazisfliggvények:
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Példa egyutthatd kiszdmitdsara Il.

1
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Az egyutthatdmatrix értékei

A szdmoldsok részletei nélkiil tartalmazza az aldbbi tablazat a sziikséges integrdlok értékeit.

Bazisfiiggvények pozicidja

Bazisfiiggvények dbran

Jo Vi - Vi értéke

Gie oqj

a bazisfliggvények tartéinak nincs metszete 0

qj

q

atlésan helyezkednek el a bazisfiiggvények —%

qi qj
egymas mellett helyezkednek el a bazisfiiggvények —%

gj

egymas felett helyezkednek el a bazisfiiggvények “ _%
ugyanott vannak a bazisfiiggvények g
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Az egyutthatdmatrix

A féatléban 1évé blokkmatrix:

ré =
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o o
LO 0 0
A 2. 4tléban 1évd blokkmatrix:
r-i =1 0
R |
3 3 3
F=lo 2
o o0 F
L O 0 0
A teljes egylitthatomatrix:
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F E F 0
0 F E F
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A jobboldal I.

Az egyenletrendszer jobboldalanak képlete b; = fQ, fopi. A szamoldsok

soran alkalmaztuk a
/ foi~ f(qi)/ o (1)
Q; Q;

i

kozelitést.

A fﬂ/ w; kiszdmolasdhoz a bazisfiiggvény tartdjat 4 egyenld négyzetre
bontjuk. Forgdsszimmetria miatt elég csak az egyik négyzeten kiszdmolni
az integralt.

0
0 0
Ny | N
0 1 0
Ny | N
0 0
0
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A jobboldal Il.

0
0 0
Ni | N3
0 1 0
No | Ny
0 0
0
Az N; négyzeten p; = X(';;y), és

x(h—y) / h—y[xz]”
= AV axdy = =l ay=
//\/1 4 /[O,h] /[o,h] h? Y on N 2 o d

1 1 21h
/ h—ydy—[h —y] -2
2 Jo 2 2], 4

tehdt fo @i =iy [y i = h*.
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A numerikus megoldds

Az aldbbi dbrdn a megoldds numerikus kozelitése lathatd.

Numerikus megoldas
o o o
5 o »

o
N

-0

0.5

0.2
Y; racspont 0 o X; racspont

Figure 3: A numerikus megoldas, N = 32 mellett.
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A kozelités hibaja

Két hibaforras:
@ A végeselem-mddszer alkalmazasabdl eredd hiba;

o [o foimf(ai) [, vi

A kozelités hibdja kiilonboz6 osztépontszamok esetén:

N | Hiba nagysaga
4 0,5124
8 0,1527
16 0,0423
32 0,0112
64 0,0029
128 | 7,3175-107%
256 | 1,8435-107%
512 | 4,6268-107°
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[l. feladat

o Cél: olyan feladat felirdsa és megolddsa, melynél a megoldas gradiense
nem folytonos, de a jobboldal folytonos;

o Szakadasos egylitthatdokat hasznaltunk;

A pontos megoldas legyen:

u(x,y) = z(x)(y — y?), ahol
2(x) = {x, ha x < %

1
8x3(1—x), hax >3

o A PDE:
—Ox(pOxu) — 8§u = f, ahol
p(x) =p1=2, hax< 3, ép(x) =pr =1, hax > 3.

@ A megoldés nincs Cl-ben, azonban a végeselem-mddszer megfeleld a
gyenge megoldas kozelitésére.
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Az f(x,y) jobboldal

A feladat jobboldaldt az aldbbiakban szamoljuk ki.
Ha x < 3, akkor u(x,y) = x(y — y?). Ekkor Vu = (y(1 — y),x(1 — 2y)).

G) Vu=(2y(1 = y),x(1=2y)),

— Ox(pOxu) — 8)2,u = 2x.

kor u(x,y) = 8x3(1 — x)(y — y?). Ekkor

Ha x > k
2= 43 (y = ¥?).8(* = x*)(1 - 2y)).

1
2 @
Vu = (8(3x

(1) vu= 662 - 430 - .80~ x)1 - 20))

— 0%u — 8§u = —48x(1 — 2x)(y — y?) + 16x3(1 — x).
Tehat

F(x,y) = 2x, haxg%
7 —48x(1 — 2x)(y — y?) + 16x3(1 — x), ha x > 1.
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Az egyutthatdmatrix

Az egyltthatdmatrix elemeinek képlete:

a(u,v) = /p@xuf)xv + 0, ud,v = aj; = / pOxpiOxpj + Oy i0y pj.
Q
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Példa egyutthaté szamolasara |.

Példa szdmoldsra, ha egymasra illeszkednek a bazisfliggvények. Ebben az
esetben g; = qj, és p; = ;.

0
0 0
Ny | N3
0 1 0
Ny | Ny
0 0
0

Forgasszimmetria miatt elég az egyik kis négyzeten (legyen ez N;)
kiszdmolni az [y, OxpiOxypj és az [y, Oypi0yp; értékeket.
0 0

Pi
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Példa egyutthaté szamolasra Il.

xth—y). y—h —x
Pi(Y) = 0k = T Oy =
h rh(h— y)? 1 h h 1 h
/ OxpiOxpj = / / % dxdy = — / [x(h2 — 2hy + yz)] dy = — B — 2R%y + hy? dy =
Ny o Jo h h*Jo x=0 h* Jo
1 [ % N hy3}h 1
h* 2 31, 3

/' P /h/'hxzd " 1 /‘h |:x3}h J 1 [h h3d 1 [xy}h
i P = — dxdy = — — = — — == — [— =,
Ny YOS Jo Jo Y T W )y 3 x=0 A d L3 ], 3

Tehat azt kapjuk, hogy

4

4

/naxwzaxw = ;/N’ OxpiOxpj = 3’
4 4

By idyp; = /aw,ﬁ«p-:f-
-/S; y Y¥J ; N; y Y¥J 3
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Az egyutthatdmatrix értékei

Bazisfiiggvények pozicidja

Bazisfliggvények dbran

P [q Oxpidxpj + Dy By pj értéke

a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet

gie o qj
a bazisfliggvények tartdinak nincs metszete 0
egymasra illeszkedd bazisfiiggvények, . 4
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet
egymasra illeszkedd bazisfiiggvények, . g
a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet 3
qj .
egymas melletti bazisfliiggvények, H 1
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet
. q;
egymas melletti bazisfliggvények, H 1
- 3
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Az egyutthatdmatrix értékei

Bazisfuggvények pozicidja

Bazisfiggvények dbran

p Jo Oxpidxpj + By By p; értéke

egymas feletti bazisfliggvények,

qj .

a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet

0
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet
. qj
egymas feletti bazisfliggvények, H “ 1
a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet 3
q; .
4tlos bazisfiiggvények, : .
a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet 2
. qj
4tlés bazisfiggvények, : .
- 3
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Az egyutthatdmatrix értékei

Bazisfiiggvények pozicidja

pfn OxpiOxpj + Oy pi0yp; értéke

athalad rajtuk a felez8vonal

egymasra illeszkedd bazisfiiggvények,

Bazisfiiggvények abran

egymas feletti bazisfliggvények,

athalad rajtuk a felez8vonal

o
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A teljes egyutthatdmatrix

A féatléban 1évé blokkmatrix:

r4 -1

-1 4
E,=|0 -1
0 0

0 0

A 2. atléban lévé blokkmatrix:

0

=1
2
Fo=10
0
0

A teljes egylitthatomatrix:

c RNXN

w‘l‘w\m‘ll oo
delio oo

c RNXN

ol o o
wly|lo oo
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A numerikus megoldds

Numerikus megoldas

Numerikus megoldas.

05 [
04 o

0 01 02 03 04 05 06 07 08 DI

2
¥y racspont o0 X racspont
x;racspont

Figure 4: A numerikus megoldas N = 17 esetén.

Numrikus magoldas
Numerikus megoidas

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

02
¥jracspont 0o X racspont
1 x,facspont

Figure 5: A pontos megoldas N = 17 esetén.
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