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Bevezetés

Elliptikus feladatok megoldása numerikus módszerekkel;

Végeselem-módszerrel dolgozunk;

Implementáció MATLAB-ban;

A vizsgált tartományokat mindkét esetben egyenlő, h oldalhosszúságú
négyzetekre bontjuk;

Bilineáris függvények: x , y 7→ a+ bx + cy + dxy

Adott folytonos elliptikus feladat;

Galjorkin-módszer −→ Ahuh = bh alakú feladat;
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Bázisfüggvények I.
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xy
h2

és transzformáltjai:
(h−x)(h−y)

h2
; x(h−y)

h2
; (h−x)y

h2

0 0

10

φi

Figure 1: A φi bázisfüggvény által felvett értékek.
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Bázisfüggvények II.

Figure 2: Az egyik használt bázisfüggvény egy h oldalhosszúságú négyzet felett.
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I. feladat

Az első általunk vizsgált feladat az alábbi :
−∆u = f , Ω = [0, 1]× [0, 1]

u
∣∣
Γ
= 0,

f (x , y) = 2π2 sin(πx) sin(πy)

A pontos megoldás: u(x , y) = sin(πx) sin(πy).
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A LAER feĺırása

Az együtthatómátrix elemeinek képlete:aij =
∫
Ω∇φi · ∇φj ;

a jobboldal eleimeinek képlete: bi =
∫
Ωi

f φi ;
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Példa együttható kiszáḿıtására I.

Példa együttható kiszáḿıtására, ha átlósan helyezkednek el a
bázisfüggvények:

h

qi

qj

φi (x , y) =
xy

h2
;∇φi =

( y

h2
,
x

h2

)

φj =
(h − x)(h − y)

h2
;∇φj =

(
y − h

h2
,
x − h

h2

)

∇φi · ∇φj =
y(y − h)

h4
+

x(x − h)

h4
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Példa együttható kiszáḿıtására II.

∫
Ω
∇φi · ∇φj =

1

h4

∫
[0,h]

∫
[0,h]

y2 − yh + x2 − xh dxdy =

=
1

h4

∫
[0,h]

[
xy2 − xyh +

x3

3
− x2h

2

]h
x=0

dy =

=
1

h4

∫
[0,h]

hy2 − yh2 +
h3

3
− h3

2
dy =

=
1

h4

[
hy3

3
− y2h2

2
+

h3y

3
− h3y

2

]h
y=0

= −1

3
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Az együtthatómátrix értékei

A számolások részletei nélkül tartalmazza az alábbi táblázat a szükséges integrálok értékeit.

Bázisfüggvények poźıciója Bázisfüggvények ábrán
∫
Ω
∇φi · ∇φj értéke

a bázisfüggvények tartóinak nincs metszete

qi qj

0

átlósan helyezkednek el a bázisfüggvények h

qi

qj

− 1
3

egymás mellett helyezkednek el a bázisfüggvények

qi qj

− 1
3

egymás felett helyezkednek el a bázisfüggvények
qi

qj

− 1
3

ugyanott vannak a bázisfüggvények
qi = qj

8
3
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Az együtthatómátrix

A főátlóban lévő blokkmátrix:

E =


8
3

−1
3

0 0 0
−1
3

8
3

−1
3

0 0
0 −1

3
8
3

−1
3

0
0 0 −1

3
8
3

−1
3

0 0 0 −1
3

8
3

 ∈ RN×N

A 2. átlóban lévő blokkmátrix:

F =


−1
3

−1
3

0 0 0
−1
3

−1
3

−1
3

0 0
0 −1

3
−1
3

−1
3

0
0 0 −1

3
−1
3

−1
3

0 0 0 −1
3

−1
3

 ∈ RN×N

A teljes együtthatómátrix: 
E F 0 0 0
F E F 0 0
0 F E F 0
0 0 F E F
0 0 0 F E

 ∈ RN2×N2
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A jobboldal I.

Az egyenletrendszer jobboldalának képlete bi =
∫
Ωi

f φi . A számolások
során alkalmaztuk a ∫

Ωi

f φi ≈ f (qi )

∫
Ωi

φi (1)

közeĺıtést.
A
∫
Ωi

φi kiszámolásához a bázisfüggvény tartóját 4 egyenlő négyzetre
bontjuk. Forgásszimmetria miatt elég csak az egyik négyzeten kiszámolni
az integrált.

N1 N3

N2 N4

0 0

0 0

0

0

0 01
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A jobboldal II.

N1 N3

N2 N4

0 0

0 0

0

0

0 01

Az N1 négyzeten φi =
x(h−y)

h2
, és

∫
N1

φi =

∫
[0,h]

∫
[0,h]

x(h − y)

h2
dxdy =

∫
[0,h]

h − y

h2

[
x2

2

]h
x=0

dy =

1

2

∫
[0,h]

h − y dy =
1

2

[
hy − y2

2

]h
y=0

=
h2

4
,

tehát
∫
Ωi

φi =
∑4

i=1

∫
Ni
φi = h2.

12 / 24



A numerikus megoldás

Az alábbi ábrán a megoldás numerikus közeĺıtése látható.

Figure 3: A numerikus megoldás, N = 32 mellett.
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A közeĺıtés hibája

Két hibaforrás:

A végeselem-módszer alkalmazásából eredő hiba;∫
Ωi

f φi ≈ f (qi )
∫
Ωi

φi

A közeĺıtés hibája különböző osztópontszámok esetén:

N Hiba nagysága

4 0,5124
8 0,1527
16 0,0423
32 0,0112
64 0,0029
128 7, 3175 · 10−4

256 1, 8435 · 10−4

512 4, 6268 · 10−5
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II. feladat

Cél: olyan feladat feĺırása és megoldása, melynél a megoldás gradiense
nem folytonos, de a jobboldal folytonos;

Szakadásos együtthatókat használtunk;

A pontos megoldás legyen:

u(x , y) = z(x)(y − y2), ahol

z(x) =

{
x , ha x ≤ 1

2

8x3(1− x), ha x ≥ 1
2

A PDE:
−∂x(p∂xu) − ∂2

yu = f , ahol

p(x) = p1 = 2, ha x ≤ 1
2 , és p(x) = p2 = 1, ha x ≥ 1

2 .

A megoldás nincs C 1-ben, azonban a végeselem-módszer megfelelő a
gyenge megoldás közeĺıtésére.
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Az f(x,y) jobboldal

A feladat jobboldalát az alábbiakban számoljuk ki.
Ha x ≤ 1

2 , akkor u(x , y) = x(y − y2). Ekkor ∇u = (y(1− y), x(1− 2y)).

(
2
1

)
∇u = (2y(1− y), x(1− 2y)),

− ∂x(p∂xu)− ∂2
yu = 2x .

Ha x ≥ 1
2 , akkor u(x , y) = 8x3(1− x)(y − y2). Ekkor

∇u = (8(3x2 − 4x3)(y − y2), 8(x3 − x4)(1− 2y)).

(
1
1

)
∇u = (8(3x2 − 4x3)(y − y2), 8(x3 − x4)(1− 2y)),

− ∂2
xu − ∂2

yu = −48x(1− 2x)(y − y2) + 16x3(1− x).

Tehát

f (x , y) =

{
2x , ha x ≤ 1

2

−48x(1− 2x)(y − y2) + 16x3(1− x), ha x ≥ 1
2 . 16 / 24



Az együtthatómátrix

Az együtthatómátrix elemeinek képlete:

a(u, v) =

∫
p∂xu∂xv + ∂yu∂yv =⇒ aij =

∫
Ω
p∂xφi∂xφj + ∂yφi∂yφj .
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Példa együttható számolására I.

Példa számolásra, ha egymásra illeszkednek a bázisfüggvények. Ebben az
esetben qi = qj , és φi = φj .

N1 N3

N2 N4

0 0

0 0

0

0

0 01

Forgásszimmetria miatt elég az egyik kis négyzeten (legyen ez N1)
kiszámolni az

∫
N1

∂xφi∂xφj és az
∫
N1

∂yφi∂yφj értékeket.

0 1

00

φi
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Példa együttható számolásra II.

φj (x, y) =
x(h − y)

h2
; ∂xφj =

y − h

h2
; ∂yφj =

−x

h2

∫
N1

∂xφi∂xφj =

∫ h

0

∫ h

0

(h − y)2

h4
dx dy =

1

h4

∫ h

0

[
x(h2 − 2hy + y2)

]h

x=0

dy =
1

h4

∫ h

0

h3 − 2h2y + hy2 dy =

=
1

h4

[
h3y −

2h2y2

2
+ −

hy3

3

]h

y=0

=
1

3
.

∫
N1

∂yφi∂yφj =

∫ h

0

∫ h

0

x2

h4
dx dy =

1

h4

∫ h

0

[
x3

3

]h

x=0

dy =
1

h4

∫ h

0

h3

3
dy ==

1

h4

[
x3y

3

]h

y=0

=
1

3
.

Tehát azt kapjuk, hogy

∫
Ω

∂xφi∂xφj =
4∑

i=1

∫
Ni

∂xφi∂xφj =
4

3
,

∫
Ω

∂yφi∂yφj =
4∑

i=1

∫
Ni

∂yφi∂yφj =
4

3
.
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Az együtthatómátrix értékei

Bázisfüggvények poźıciója Bázisfüggvények ábrán p
∫
Ω ∂xφi∂xφj + ∂yφi∂yφj értéke

a bázisfüggvények tartóinak nincs metszete

qi qj

0

egymásra illeszkedő bázisfüggvények,

a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet

qi

4

egymásra illeszkedő bázisfüggvények,

a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet

qi
8
3

egymás melletti bázisfüggvények,

a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet

qi qj

-1

egymás melletti bázisfüggvények,

a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet

qi qj

−1
3
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Az együtthatómátrix értékei

Bázisfüggvények poźıciója Bázisfüggvények ábrán p
∫
Ω ∂xφi∂xφj + ∂yφi∂yφj értéke

egymás feletti bázisfüggvények,

a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet

qi

qj

0

egymás feletti bázisfüggvények,

a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet

qi

qj

−1
3

átlós bázisfüggvények,

a bal oldalon helyezkedik el a teljes metszet

qi

qj

−1
2

átlós bázisfüggvények,

a jobb oldalon helyezkedik el a teljes metszet

qi

qj

−1
3
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Az együtthatómátrix értékei

Bázisfüggvények poźıciója Bázisfüggvények ábrán p
∫
Ω
∂xφi∂xφj + ∂yφi∂yφj értéke

egymásra illeszkedő bázisfüggvények,

áthalad rajtuk a felezővonal

T1 T2

10
3

egymás feletti bázisfüggvények,

áthalad rajtuk a felezővonal

N1 N2

qi

qj

−1
6
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A teljes együtthatómátrix

A főátlóban lévő blokkmátrix:

Ep =


4 −1 0 0 0
−1 4 −1 0 0
0 −1 10

3
−1
3

0
0 0 −1

3
8
3

−1
3

0 0 0 −1
3

−1
3

 ∈ RN×N

A 2. átlóban lévő blokkmátrix:

Fp =


0 −1

2
0 0 0

−1
2

0 −1
2

0 0
0 −1

2
−1
6

−1
3

0
0 0 −1

3
−1
3

−1
3

0 0 0 −1
3

−1
3

 ∈ RN×N

A teljes együtthatómátrix:
Ep Fp 0 0 0
Fp Ep Fp 0 0
0 Fp Ep Fp 0
0 0 Fp Ep Fp

0 0 0 Fp Ep

 ∈ RN2×N2
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A numerikus megoldás

Figure 4: A numerikus megoldás N = 17 esetén.

Figure 5: A pontos megoldás N = 17 esetén.
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