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Onallé projekt 2
Jarvanyterjedést modellezé reakcié-diffuzié-differencidlegyenletek kvalitativ tulajdonsagai

1. Egy jarvanyterjedést modellezé rekcio-diffiizio-rendszer
Tegyiik fel, hogy valamely fert6zébetegség emberi populdcidban valé terjedésének idSbeli fejlédése az
(S,E,1) =£(S,E,D) )

kozonséges differencidlegyenlet-rendszerrel modellezhetd, ahol

aSI
f E,I) = A— I— — &
1(3’ )) S+I+B 1|)S SS)
£(S,E,1) = WS+ kI — 8E, )
aSI
fg(S,E,I) = S+I—KI—BI—5II.

Ite S(t) és I(t), ill. E(t), jelenti a populdciéban a t id6pontban meglévs fogékony, fert6zd, ill. azon egyedek
szamat, akiket oktattak vagy akik részt vettek valamely oltdsi programban. Az (I) rendszerben elGfordulé
paraméterek:

e &y > 0jeldli az az adott osztdlyba tartoz6 egyedek haldlozasi ratajat (k € {S, E, I}),

A > 0 jeloli a sziiletési ratat vertikalis transzmisszié nélkiil, azaz minden 4jsziilott egyed veszélyeztett,
de még nem lehet fert6zott, illetve nincs is oktatva.

e a > 0 az egy fert&zésre juto érintkezések atlagos szamaval kapcsolatos rata (a fogékony osztalybol a

fert6zottbe atkeriilés ratdja),

[3 > 0 annak a rataja, amellyel a betegségbdl felépiilt egyedek visszatérnek a fogékonyak osztalydba,
e 1 > 0 a veszélyeztetettek oktatdsi ratdja, ahol feltessziik, hogy k < a teljesiil (vo. [6])
e k pedig a fert6zottek oktatdsi ratdja, ahol feltessziik, hogy k < a (vo. [6]).

Tegyiik fel, hogy a betegség terjedésének modellezéséhez a populécié térbeli kiterjedését is figyelembe
kell venniink: a populdci6 egyedei a szakaszonként sima peremmel rendelkez6 () tartoményon szabadon

mozoghatnak, amelynek hatdrdn keresztiil nincsen migricid, azaz a rendszeriinket a

otu = DAu + f(u) 3)



reakcié-diffuzié-differencidlegyenlet irja le, homogén Neumann-féle peremfeltételekkel (a tartomany hatdran
at nincs migracio):
(n-Vou(r,t) =0 ((r,t) €0Q x Ry), 4)

€s a rendszerhez nem-negativ (nem azonosan zérus) kezdeti feltételt irunk eld:
l.l(',t) :ll()(') ((I’,t) EﬁX{O}), (5)

ahol D := diag{ds, dg, d;} pozitiv definit diffiziés matrix, tovabbd u := (S, E, I), ill. £ := (fy, f, f3).
Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy hdromdimenzios, szakaszonként sima peremel rendelkezd térbeli tar-
tomdny, azaz QO C R3 esetén miként motivilhaté valamely (3) tipusi differencidlegyenlet (vo. [1]). Legyen

u € ¢2. Haj jeldli a populdciéban az egyedek térbeli aramlési sebességét, akkor Fick elsd torvénye szerint

j=-Vu. (6)

oy

A negativ elGjel — azaz hogy az egyedek dramldsa stiriséggradiensiikkel ellentétes irdnyud — arra utal, hogy a
diffazio a stiriség kiegyenlitésére irdnyul. A striség definicidja szerint a tetszGlegesen rogzitett () térrészben

a populdcid szerepldinek mennyisége
J u(r,t)dr (k € {S,E, 1}).
Q

A tomegmegmaradas torvénye kovetkeztében a populacié k-adik szerepl§je Q-beli mennyiségének idébeli
véltozasara a

dJ uk(r,t)drzj (fkouk)(r,t)dr—J jilr, t) dF ™
dt Q Q 0Q

Osszefiiggés teljesiil, ahol az f; sima fiiggvény jeloli a populacié szereplGinek forrasstirtiségét: ha az QO
térrészen beliil a populdcid k index(d szerepldjének 1élekszdma novekedik, akkor pozitiv elGjeld (forrds), ha
fogy, akkor negtiv el@jeld (nyeld). (6)-et (7)-be helyettesitve, valamint alkalmazva a GauB-Osztrogradszkij-
tételt (7) az

Ll(atuk—fkouk—DAruk) =0 (k € {S,E, I})

alakba irhat6. Tekintve, hogy Q tetszSlegesen rogzitett, az integrandus folytonossidga alapjan a reakci6

diffaziés-differencidlegyenletek (3] differenciélis alakjét kapjuk.

2. Kbvalitativ tulajdonsagok

2.1. Pozitivitas

A [6] tanulményban a szerz8k megmutattdk, hogy az (2) rendszer bioldgiailag jélformalt, azaz a (2) egyen-
letnek van a [0, +o00) pozitiv féltengelyen értelmezett u megoldésa, és ha ha u(0) := (S(0), E(0), I(0)) > 0,
akkor

u(t) >0 (0<teR)

teljesiil, azaz a fazissik pozitiv kvadransa (pozitivan) invaridns halmaz. Az aldbbiakban célunk megmutatni,

hogy az utébbi elmondhat6 a (3) rendszerrdl is. Ehhez sziikségiink lesz az aldbbi segédallitdsra.



2.1. Lemma (vo. [4]). Legyen d,m € N, ill.

L= ){reu: Gr) <0},
k=1

ahol U C RY nyilt halmaz és Gi : RY — R olyan €' fiiggvények, amelyek N G; gradiense sehol sem tiinik el
(k € {1,...,m}). Ha tetszéleges r € 0X pontban minden k € {1, ..., m} indexre

(i) VGi(r) a D diffuziématrix bal oldali sajatvektora;

(i) a Gi fiiggvény kvazi-konvex, azaz barmely r € U, ill s € RY esetén a (VGi(r),s) = 0 egyenléség
kivetkezménye: (s, V?Gi(r)s)) > 0;

(iii) (VGi(r),f(r)) <0,
akkor ¥ a () tipusii rendszert illetéen pozitivan invaridns halmaz.

Ha reakcié-diffizi6-differencidlegyenlet esetében a kinetikai rendszerl] f jobb oldala alakd, akkor
elmondhatd, hogy ha
@ = (O, D, D3): Q x Ry — R?

megoldasa (3)-nek, igy

e @3 = 0 megolddsa (3) harmadik egyenletének, igy az egyértelmidség koetkeztében tetszGleges
0 < t € R id6pontban ®@3(t) > 0;

® a

Gi1(S,E, 1) := =S, ill. G2(S,E,I):=—E
fiiggvényekkel nyilvdnvaldan teljesiilnek a fenti lemma feltételei.

Igaz tehat a kovetkezd

2.2. Tétel. Ha a (3)) reakcio-diffiizio-differencidlegyenlet kinetikai rendszerének jobb oldala (1)) alaki, akkor
@) fazisterének pozitiv oktansa (pozitivan) invarians halmaz.

2.2. Stabilitas

A [6] tanulményban a szerz6k azt is megmutattak, hogy az (2)) rendszernek két egyensulyi helyzete lehetséges.

Ha
a

Royi= —
O KF B+

jeloli az elemi reprodukcids szdmot, akkor

e Ry < 1esetén a (2) rendszernek egyetlen egyensilyi helyzete van:

! A
%o = (55 + 1’ 8g(ds +1b)’0> ’

A (@) rendszer kinetikai rendszerének nevezziik a u = f(u) kozonséges differencidlegyenlet-rendszert (v0. [3]).




e Ry > 1esetén a () rendszernek két egyenstilyi helyzete van: €, és €, := (Se, E, I¢), ahol
A(B + 01+ «)

S T B R+ (B R8s —8—K)
Lo QKA+ A(B + 81+ k) (P — )

¢ Se{a(dr+ k) + (B + 81 +K)(8s — oy — k + )}
. Ala—PB — ) — k)

a(d;+k)+ (B+81+k)(6s — 1 —k+1P)

Vildgos, hogy ezek az egyensilyi helyzetek — mint konstans fiiggvények — megoldésai a (3) reakcio-
diffuzié-differencidlegyenletnek is. Ezeknek a megolddsoknak a stabilitdsat a linearizdlds moddszerével
fogjuk megvizsgdlni. Miel6tt azonban ezt megvizsgalnink, reakcié-diffizids-differencidlegyenlet esetén is

megfogalmazzuk, hogy mit értiink az adott vegyes feladat megoldasanak stabilitasan.
2.3. Definicié. (vo. [5]) Azt mondjuk, hogy az (B)-@)-[@) vegyes feladat ¥ : Q x Ra“ — R3 megoldasa
o (Ljapunov ill. neutralis értelemben) stabilis, ha
i) van olyan o > 0, hogy az (3)-@) peremérték-feladat minden, a ||Wo(-) — @o(-)|| < o feltételnek
eleget tévé ® megoldasa értelmezve van az QO x (0, +00) hengeren, és
ii) minden ¢ > 0-hoz van olyan & € (0, 0), hogy ha ||Wo(-) — D@o(-)|| < 8, akkor barmely 0 < t € R

esetén |[Wo(-,t) — Do(, t)]| < e.

e (Ljapunov értelemben) aszimptotikusan stabilis, ha stabilis, tovabba van olyan 1 € (0, o), hogy a

@)-@) peremérték-feladat minden a |[¥o(-) — Do (-)|| < o feltételnek eleget tévé @ megoldasa esetén

lim (Hll’()()t) - (I)O(>t)”) =

t—+o0

A fentebb emlitett allandomegoldas stabilitdsdra a linearizalds moddszerével adunk feltételt. Legyen
¢* € {&, €.}, majd tekintsiik ehhez a (B))-@)-(©) vegyes feladat linearizélt valtozatat:

0tv = DAV +f/(¢*)v (8)
(n-Ve)v(r,t) =0 ((r,t) € 0Q x RY), 9)
v(yt) =vo(-) ((r,t) € Q x {0}). (10)

A Fourier-mddszer felhasznaldsdval ennek a linedris vegyes feladatnak a megoldasa (vo. [5]):

Z Y (1) exp (Ant) An,
ahol tetszdleges n € Ny esetén
Ay = F'(¢*) — A D, Ay = JQ Vo (r)Pn(r)dr
tovabba A,, és U, az aldbbi egyenletek megoldésai:

Arp = =AY, an‘MaQ =0.

Az &* egyensulyi helyzet stabilitdsanak eldontésére az alabbi tételben megfogalmazott eredményt hasznaljuk.
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2.4. Tétel. (vo. [2], [3]) Ha

o tetszdleges . € Ny index esetén az Uy, matrix Hurwitz-stabilis (sajatértékeinek valos része negativ

eldjelii), akkor a (3) rendszer €* egyensiilyi helyzete aszimptotikusan stabilis;
e valamelyn € Ny index esetén az Uy, mdtrix labilis, akkor a (3) rendszer €* egyensiilyi helyzete labilis.

Az egyszeriség kedvéért az QO = [0, 1] esetre szoritkozunk (1 > 0). Ekkor az 2(, matrix karakterisztikus
egyenlete:
det(f’'(¢*) —A,D —ul) =0,

ahol I € R3*3 jeloli az egységmatrixot, tovibba

2.2
A, = ne
12
Mivel az
_a?+(BH81+K) 2 4a(5s—2(B+51+K)+) 0 ap—(B+d1+«)?
a a
f'(€.) = P —Of K
(B+d1+x—a)? 0  (B+ditk—a)(B+d+K)
a a
matrix stabilis (v0. [6]]), ezért (vo. [7])
—5E K 6E
det 0 (B+51+Kk—a)(B+81+K) :_Z((B+6I+K—a)([3+6l+|<))<o

a

kovetkeztében a (ds, dg, d;) diffiziés egyiitthatok alkalmas megvalasztdsaval elérhetS, hogy az 2, matrix,

kovetkezésképpen az (3) egyenlet &, egyensulyi helyzete ne legyen stabilis.
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