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Munka a félév soran

@ Szakirodalom feldolgozasa:
e Britton: Reaction-diffusion equations and their applications to
biology (elsé hat fejezet, [1]),

e Casten, R. G.; Holland, C. J.: Stability properties of solutions
to systems of reaction-diffusion equations ([2]),

e Kovacs, S.: Oscillations in Biological Systems ([6]),

e Wang, L.; Li, M. Y.: Diffusion-Driven Instability in
Reaction-Diffusion Systems ([8]).

@ Az elmélet konkrét példan valé alkalmazasa (vo. [7]).
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A modell

A [7] tanulmanyban a szerzék a kdvetkez6 kozonséges autoném
differencialegyenlet-rendszert tanulmanyoztak:

. aS|
— A= — —
5. St + Bl — S — s,
E = ¢S+ kl—IeE, (1)
. aS|
= 5+I—/€/—ﬁl—5/l.

dk > 0: halalozasi rata (k € {S, E, I}),
A > 0 a szuletési rata vertikalis transzmisszié nélkul,

e a > 0 az egy fert8zésre jutd érintkezések atlagos szamaval
kapcsolatos rata,

£ > 0 a felépiilt egyedek tjra fogékonyak lesznek,

k>0, ill. ¢ > 0 a veszélyeztetettek, illetve a fertézottek
oktatasi rataja, ahol feltessziik, hogy k < a teljesil (vo. [7]).
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Egyensilyi helyzetek

A [7] tanulmanyban a szerzé6k megmutattak, hogy ha
a

K+ B +0
jeloli az elemi reprodukciés szamot, akkor

Ro :=

e Rp < 1 esetén a rendszernek egy egyensulyi helyzete van:

om (2 s o)
P s+ 0e(0s +¢) )
e Rp > 1 esetén két egyensulyi helyzet: €, és €, := (S, Ee, ),

ahol
s . AB+ 6+ k)
) (0 + k) + (B+ 0+ k) (W +0s — 6 — k)’
£ ar\ + A(B+ 0 + k) (¥ — k)
€ (55{3(5/—1-&)—5—(,34-5/4-%)8(55—5/—H—I—?,/))}’
L Ma—pB—6 -k

a6+ k) + (B+ 6+ K)(6s — 6 —k + 1)
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Diffazié hozzaadasa a rendszerhez

A rendszer

oty = DA+ f(u),
(n-Vou(r,t) = 0 ((r,t) € 022 iRg’), (2)
u(r,t) = up(r) ((r,t) € 2 x{0}),

ahol
ds 0 O
D:=] 0 de O
0 0 d

o ¢} és &, egyensulyi helyzete a (2) rendszernek is.

e A [7] tanulmanyban a szerz6k megmutattak, hogy a fazistér
pozitiv oktansa (pozitivan) invarians halmaz. Cél ugyanez igazolasa
a (2) reakcié-diffuzié-rendszerre is.
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Pozitivitas 1.

Legyen d, m € N, ill.

Y= ﬁ{rEU: Gk(r) <0},
k=1

ahol U c R nyilt halmaz és G; : R? — R olyan ¢! fiiggvények,
amelyek V G; gradiense sehol sem tiinik el (k € {1,..., m}). Ha
tetsz6leges r € OX pontban minden k € {1,..., m} indexre
(i) VGi(r) a D diffaziématrix bal oldali sajatvektora;
(ii) a Gj fliggvény kvazi-konvex, azaz barmely r € U, ill
s € RY esetén a (VGi(r),s) = 0 egyenl6ség
kovetkezménye: (s, V2G;(r)s)) > 0;
(iii) (VGi(r),f(r)) <0,

akkor ¥ a (2) tipust rendszert illetéen pozitivan invarians halmaz.
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Pozitivitas 2.

Ha
® = (O, Dy, ¢3) : Q x Ry — R3

megoldasa (2)-nek, agy
e ®3 =0 megoldasa (2) harmadik egyenletének, igy az

egyértelmiiség kdvetkeztében tetszéleges
0 < t € R id6pontban ®3(t) > 0;

® a
Gi(S,E,1):=-S, ill.  GyS,E,I):=—E

figgvényekkel teljesiilnek a lemma feltételei.

= A pozitiv oktans invarians halmaz.
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Linearizalas

Legyen €* € {€,, €.}, ekkor a (2) rendszer E*-beli linearizaltja:
Orv = DA+ /(€%
(n-Viv(r,t) = 0 ((r,t) € 02 x RY), (3)
v(r.t) = vo(r)  ((r,t) € Qx{0}),

( ) megoldasa Fourier-médszerrel (vo. [ ]):

v(r,t) =) ¥n(r) exp (Ant) An,

n=0

ahol tetszéleges n € Ny esetén
A, = f'(¢*) - \,D, A, = / vo(r)n(r)dr,
Q
tovabba A, és v, az alabbi egyenletek megoldasai:

Avp = =\, an7/1|aQ =0.
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Stabilitas

2 -

Q = [0, /] esetre szoritkozunk (/ > 0), vagyis ekkor A, = ”2/—? lgy
az A, matrix karakterisztikus egyenlete:

det(f(€") — AnD — pul) = 0.

Tudjuk (vo. [7]), hogy az f'(&.) =

@+ (B461+k)>+a(6s—2(B+3,+k)+1) 0 aB—(B+3;+k)?
a a
- 1/) —(SE K
(B+8,+K—a)? 0 (B+01+K—a)(8+0,+kK)
a a

matrix stabilis.
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Diffaziés instabilitas kérdése

Legyen A = [a;] € R9*9. Minden 1 < k < d-re jeldlje Iy a
kovetkezé halmazt:

e ={(ir,in, . i) | 1< ih < ... < iy < d}

Barmely J € lx-ra jeldlje P;(A) az A-nak a J-re vontkozé f6
részmatrixat.

Minor feltétel

Azt mondjuk, hogy az A matrix teljesiti a minorfeltételt, ha
(—1)kdet(P;(A)) > 0 minden J € I-ra és 1 < k < d-re.

A felhasznalt tétel (vo. [ ])

Tegyiik fel, hogy 24 = f'(&*) stabilis. Ekkor a (2) rendszer ¢*
egyensulyi helyzete labilis valamilyen D > 0-ra, ha 2 nem teljesiti a
minor feltételt.
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Diffaziés instabilitas kérdése &.-ben

Mivel f'(€&.) stabilis matrix (v6. [7]) és f/(€.) nem teljesiti a
minorfeltételt, ezért alkalmas

ds 0 O
D = 0 de O
0 0 d
diffaziés matrix esetén az
f'(&e) — A\nD
matrix nem stabilis.
== Turing-mintézat kialakulasa lehetséges.
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Koszonom a figyelmet!
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