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1. Bevezetés

A félévi munkdm f6 célja az volt, hogy kombinatorikai problémékat vezessek vissza a SAT-
feladatra és Python programnyelvben implementalt SAT-solverekkel keressek rdjuk megoldast.
Ebben a félévben csempézési feladatokkal foglalkoztam, azon beliil a pentominé feladat vari-
ansaival.

2. A pentomind feladat

A pentominé egy régi kirakdsjaték. Adott 12 db 5-rendd poliomind, vagyis 6t egységnégyzetbdl
kirakhat6 sokszog gy, hogy az egységnégyzetek teljes oldallal illeszkedhetnek egymdashoz. A
jaték célja, hogy egy n x m méretli négyzetracsot lefedjiink tigy, hogy minden darabot ponto-
san egyszer hasznélunk fel, az alakzatok ne fedjék egymadst és ne maradjon fedetlen cella. A
megoldas 1étezésének trividlis sziikséges feltétele, hogy n x m = 60 teljesiiljon. A pentominé
darabok tiikrozése és a forgatdsa megengedett. Az aldbbi dbran l4that6 a klasszikus pentomind
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2.1. A feladat torténete

A pentomind feladat el6szor 1907-ben jelent meg Henry Dudeney The Canterbury Puzzles and
Other Curious Problems cimii konyvében, bar ekkor még nem ez volt a neve. E16szor Solomon
W. Golomb definidlta formdlisan, aki a Polyominoes: Puzzles, Patterns, Problems, and Packings
cimii konyvében irt a puzzle-rél 1965-ben. A pentominé szé és az |1 Abran lathaté egybetiis
elnevezések is az 6 nevéhez fliz6dnek.

2.2. Ismert eredmények

A pentominé feladat megolddsai mér ismertek. Két megoldast akkor tekintiink kiilonb6zdnek,
ha az egyik nem kaphaté meg a masik teljes lefedett téglalapjanak elforgatasaval és tiikkrozésé-
vel. Az adott méretii lefedendd téglalapokra a kiilonb6z6 megolddsok szdma az aldbbi tablazat-
ban lathaté.

| Téglalap mérete | Kiilonboz8 megolddsok szdma |

6 x 10 2339
5x 12 1010
4 x 15 368
3 x 20 2

1. tdblazat. A pentomind feladatok kiilonbdz6 megolddsainak szdma

A 6 x 10-es esetet Colin Brian Haselgrove €s Jenifer Haselgrove oldotta meg 1960-ban [1]].

Erdekes kérdés az is, hogy a 8 x 8-as sakktdbla négy mezejét kihagyva a kapott alakzat mikor
fedhet6 le a pentomind készlettel. A kozépsd négy mezd kihagyasaval kapott esetet Dana S.
Scott oldotta meg 1958-ban [2]. Ekkor 65 kiilonb6z6 megoldds van. Scott programja az egyik
elsd volt a vildgon, ami a backtracking médszert alkalmazta. A sakktdbla fedési probléma két
egyszerl eseten kiviil mindig megoldhat6. Az egyik megoldhatatlan eset, ha a sarkok kornyékén
ugy valasztjuk az iiresen maradé mezdket, hogy két P pentomindra is sziikség legyen. A masik
esetben a T vagy U pentomindt kényszeritjiik az egyik sarokba tigy, hogy ezzel egy tjabb mezo6t
lefedhetetlenné tegyen. Ezeket személteti az aldbbi dbra.
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Ma mar léteznek nagyon hatékony algoritmusok a pentominé puzzle-re. Példaul Knuth Algo-
rithm X nevili modszere jOl hasznédlhaté csempézési feladatok megoldésara [3].



3. SAT-solverek

A SAT-probléma elnevezése az angol satisfiability sz6bdl ered. Adott egy logikai formula, kér-
dés, hogy létezik-e ennek olyan kiértékelése (a véltozdinak igaz-hamis értékaddsa), amire a
formula értéke igaz lesz. Ez a probléma NP-teljes még akkor is, ha a logikai formula alakjira
jelentds megszoritasokat tesziink (példdul konjunktiv normalforma alakjdban minden kl6zban
legfeljebb harom véltozo szerepeljen, ezt nevezziik 3-SAT problémanak).

Tobbféle algoritmust implementdltak mar kiilonb6z6 programnyelvekben a SAT-problémara,
ezeket SAT-solvereknek nevezziik. Pythonban a PySAT [4] konyvtarat arra a célra készitették,
hogy logikai formuldkkal és a SAT-problémaval konnyen foglalkozhasson a felhasznal6. Eb-
ben tobbféle SAT-solver is rendelkezésiinkre éll, a projektben a Glucose3 neviit haszndltam.
A solver inputja egy konjunktiv normélforma, outputja egy igazsagérték. Ha kiértékelhetd a
normdlforma, akkor visszaadhat egy vagy akar az Osszes jO kiértékelést is.

4. A feladat megoldasa

4.1. A probléma atfogalmazasa SAT-feladatra

A félév sordn egy programot fejlesztettem Python nyelven, ami a pentomin¢ feladatot a Gluco-
se3 SAT-solver hasznalataval oldja meg. A munkdm legfontosabb része az volt, hogy a csempé-
z€si feladatbdl felépitsek egy konjunktiv normélformat, aminek egy igaz kiértékelése megfelel
a pentominé egy megengedett lerakdsanak.

Minden alakzatot egy 5 x 5 méretdi, 0-1 elemekbdl 4116 matrixban taroltam el. Ez utdn minden
alakzatra eltaroltam a 90°-os forgatdsokkal €s tengelyes tiikr6zésekkel kaphaté kiilonbozd le-
helyezéseket, amiknek a szdma az alakzat szimmetriditdl fiiggden eltérd lehet. A programom
inputjanak része az n és az m szdmok, amik rendre a lefedendd téglalap sorainak és oszlopainak
szamat jelolik.

A SAT-feladat logikai véltozoi a kovetkezdk: z; ; s, ,.igaz” pontosan akkor, ha az i-edik sor j-
edik oszlop a bal fels6 sarka annak az 5 x 5-0s négyzetnek, amiben az s-edik sorszamu alakzat az
o-adik kiilonbozd orientacidban helyezkedik el. Vegyiik észre, hogy itt ¢ €s j nem feltétleniil esik
a lefedendd négyzetbe, mert lehet, hogy abban a sorban és oszlopban az alakzatunkhoz tartoz6
matrix minden eleme 0. Ezért egy (n + 4) x (m + 4) méretii téglalapon dolgoztam, amiben a
megoldds a jobb alsé sarokba szoritott n x m-es téglalapon helyezkedik el. Az elkédoldshoz a
pysat.card részkonyvtar CNF osztalyat hasznéltam.

Ahhoz, hogy megengedett fedését kapjuk a téglalapnak, a kovetkezd feltételeket kellett felirni
konjunktiv normdalforma alakban:

* minden alakzat a lefedendd téglalapon beliil helyezkedik el (nem ,,16g ki”),
* minden alakzat pontosan egyszer fordul el a fedésben,

* minden celldt pontosan egy alakzat fed.

Az elso feltételhez 1étrehoztam egy ellen6rz6 fiiggvényt, aminek bemeneti paraméterei a lefe-
dendd téglalap méretei €s a valtoz6 négy paramétere (i, j, s, 0), outputja pedig pontosan akkor
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igaz, ha van olyan 1-eleme az alakzathoz tartoz6 matrixnak ebben a lehelyezésben, ami a lefe-
dend? téglalapon kiviil esik. Ezt a fiiggvényt meghivtam minden ¢, j, s, o-ra, és ha azt kaptam,
hogy az alakzat nincs teljesen a téglalapon beliil, akkor a lehelyezésnek nem is hoztam létre
logikai valtozot.

Az utébbi két feltétel felirdsdhoz 1étrehoztam két konyvtarat. A same_shapes kulcsai az
alakzatok sorszamai voltak, értékei pedig azoknak a valtozéknak a sorszdmai, amik ahhoz az
alakzathoz tartoznak. A covering_shapes konyvtdr kulcsai a téglalap mez6i, értékei pedig
azok a valtozok, amik fedik azt. Ezek 1€trehozasa utan mar csak azokat a normalformakat kellett
legenerdlni, amik azt jelentik, hogy a kigyjtott logikai valtozék koziil pontosan egy legyen
igaz. A pysat.card CardEnc nevi absztrakt osztdlyahoz tartozé .equals() metddus pont erre vald.

A Scott [2] cikkében szerepld feladatra is alkalmaztam a programomat. Ekkor a lefedend6 tég-
lalap mérete 8 x 8, és négy mezdt nem fediink le. Scott azzal az esettel foglalkozott, amikor ez a
négy mezd pont kozépen helyezkedik el, az én programom paraméterként veszi be a négy cellét.
Ezt ugy valdsitottam meg, hogy ezekre a celldkra ahelyett a feltétel helyett, hogy pontosan egy
alakzat fedje 6ket, azt adtam hozza a normalformdhoz, hogy maradjanak fedetlenek.

4.2. A Kiilonb6z6 megoldasok Kisziirése

Ahhoz, hogy a program az 9sszes megoldds megkeresésekor tényleg kiillonbozé fedéseket talal-
jon, tobb triikkdt is be kellett vetni. Ahogy azt mar a[2.2] Fejezetben lefrtam, két megoldds nem
szamit kiillonboz6nek, ha az egyik megkaphaté a mésik megoldas teljes téglalapjanak tiikrozé-
seivel és forgatdsaival. Ezt igy koveteltem meg, hogy kivalasztottam a P pentomindt, aminek
nincs semmilyen forgds- vagy tengelyes szimmetridja, és ezt lerogzitettem. Pontosabban, mi-
utdn minden alakzathoz eltaroltam, hogy annak mik a kiilonb6z0 lehelyezései, ha a lefedendd
téglalap nem négyzet volt, akkor a P listdjaba csak kettdt raktam a nyolc helyett. Ez a két alak-
zat egymasnak 90°-os elforgatottjai. Azért volt sziikség mindkettSre, mert ekkor a lefedend6
téglalapoknak nincs 90°-os forgdsszimmetridja. Abban az esetben, amikor négyzet alakd volt
az alap feladat, akkor elég volt a P-nek egy orientdcidja.

A masik ok, ami miatt tobb egyforma megoldast is kaphattunk, a CardEnc.equals() fiiggvény
haszndlata volt. Ahogy azt a[.T| Fejezetben frtam, ez a metddus azt a feltételt kodolja el, hogy
az adott véaltozok koziil pontosan egy legyen igaz. Ehhez segédvaltozokat vesz fel, emiatt a
végsd normélformdnkban tobb olyan valtozo is szerepelt, ami a feladat szempontjdbol nem 1€-
nyeges. Tehat, ha két kiértékelés csak a segédvaltozokban kiilonbozott, az ugyanazt a fedést
adta. Ezt a problémét tigy hidaltam at, hogy minden 4j megoldds megtaldldsa utdn a kiértéke-
1ésben ,,igaz”’-ként szerepld, szdmunkra 1ényeges valtozokbol 1étrehoztam egy 1) kl6zt, amiben
ezek mindegyike negélva szerepel.

4.3. A megoldas kiszamitasa és kirajzolasa

A megoldas kiszdmitasdhoz létrehoztam egy solve fiiggvényt, aminek bemeneti paraméterei
a konjunktiv normalforma és egy eachsol nevii logikai véltozd, ami igaz, ha az 6sszes megol-
dast szeretnénk megkapni, hamis, ha csak egyet. A fiiggvény meghivja a Glucose3 SAT-solvert
és a megoldasban ,,igaz” értékkel szerepld valtozokbdl 1étrehoz egy n x m méretli matrixot,
amiben minden alakzathoz tartozik egy kiilonb6z6 pozitiv egész szam. Ha tehat példaul az L



nevil pentomind kapta a kettes szamot, akkor a megoldds métrixban 6t darab kettes elem lesz,
és ezek L alakban helyezkednek el. A vizudlis megjelenitéshez a matplotlib.pyplot kdnyvta-
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kiilonbdz6 megoldasok szdma, ha az dsszeset kértiik, kiillonben pedig 1.

5. Eredmények

A program a félév sordn jelentds javitdsokon és gyorsitdsokon esett dt. Az elsd miikodé véltozat
koriilbeliil 30 perc alatt taldlt egy j6 megoldast a 6 x 10-es téglalap fedésére, a mostani mar
kevesebb, mint két masodperc alatt. Az 6sszes eredmény megtaldldsa viszont még mindig tobb
percet vesz igénybe azokndl az eseteknél, ahol sok van. A program mind a négy lefedhetd
téglalap méretre megtalalta az 0sszes megoldast, a solve fiiggvény pontosan azzal az értékkel
tért vissza minden esetben, ami az m tdblazatban szerepel.

Az aldbbi dbrdkon mutatok egy-egy példit mind a négy megoldhaté téglalapfedésre, amiket a

program kirajzolt.

3. abra. Az 5 x 12-es téglalap

2. dbra. A 6 x 10-es téglalap
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5. dbra. A 3 x 20-as téglalap

4. dbra. A 4 x 15-6s téglalap

A 8 x 8-as feladatra is j61 miikodott a program. Scott [2] eredményét is sikeriilt reprodukdlni, a
négy kozépsd mezd kihagyasaval 65 kiillonb6z6 megoldast talalt. A 8 x 8-as feladat futési ered-
ményei aldbb lthatok. A[6] dbran a fedetleniil hagyott négy celldt véletlenszeriien vélasztottam,
a[ll dbran pedig a kozéps6 négyet hagytam ki.



6. abra. Négy random kihagyott cella 7. édbra. A kozéps6 négy cella kihagydsa
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