MEGSZORITOTT FEEDBACK ARC SET ES SORBARENDEZESI FELADATOK
Onallé projekt, szakmai gyakorlat II. beszamol

Borsik Noéra

1. Bevezetés

Az Onéll6 Projekt térgy keretein beliil folytattuk a szakdolgozatomban bevezetett (f, g; > w)-
FAS feladat dltalanositasainak €s alkalmazdsainak a vizsgdlatat. A beszamoldban el&szor ismer-
tetjiikk az eddigi eredményeket, majd ratériink az ebben a félévben érintett kérdésekre.

Az (f,g;>_ w)-FAS feladat sordn adott egy D = (V| E) irdnyitott hurokélmentes graf, egy
w: E — R, élsulyozdssal. A csicsokon adottegy f : V' — R, alsé korldtésegy g: V — R,
felsd korlat. Azt szeretnénk eldonteni, hogy 1étezik-e olyan sorrendje a csticsoknak, mely szerint
minden v cstcsra teljesiil, hogy f(v) < Bw(v) < g(v), azaz minden csucsnak a sorrend szerinti
bal stlyozott kifoka a csticshoz tartozé alsé és felsd korlat kozott van. A feladat élsilyozatlan
esetét (f, g)-FAS feladatnak nevezziik.

Az (f, g)-FAS feladatra tekinthetiink az [5] cikkben iranyitatlan grafokra bevezetett feladat ira-
nyitott grafokon értelmezett dltalanositdsaként.

2. Eddigi eredmények

2.1. Megoldhato esetek

Az (f,g;> w)-FAS feladat polinom idében megoldhatd, ha minden csicsra csak felsd korlat
adott. Ehhez tekintsiik azt az algoritmust, amely minden 1épésben rogzit az utolsé szabad helyre
egy cstcsot, melynek a silyozott kifoka legfeljebb akkora mint a g(v) felsé korlat, és torli a graf-
bol. Ha az algoritmus nem akad el, akkor megengedett megoldast ad. Belattuk, hogy ha elakad,
akkor nem létezhet megoldds. Ebbdl kovetkezik, hogy pontosan akkor 1étezik (—oo, g; > w)-
FAS problémara megengedett megoldas, ha nem létezik olyan feszitett részgraf, melyben min-
den v csticsnak a részgrafra megszoritott silyozott kifoka nagyobb mint a g(v) fels6 korlat.
Hasonl6 algoritmus, illetve karakterizdcié adhat6 a feladat csak alsé korlatos esetére. Tovabba
a feladat akkor is megoldhatd, ha vegyesen adottak alsé és felsd korldtok, de minden csicsra
vagy csak als6 vagy csak felsd korlat adott.

2.2. Nehézségi eredmények

Az algoritmus egyszer(isége miatt felmeriil az (f, g; > w)-FAS feladat nehézsége kis mddosi-
tasok esetén. Belattuk, hogy a feladat mér egyszeri grafokon is NP-teljes, ha egyetlen csucsra
pontos eldirds, a tobbi csdcsra csak felsd korlat adott. Hasonld természetes modositds, ha nem
koveteljiikk meg az élstlyozds nemnegativitasat. Belattuk, hogy ez a feladat is NP-teljes.

Vizsgaltuk az élsdlyozatlan (f, g)-FAS feladatot specidlis korlatok esetén, példaul ha minden
csucsra azonos alsé és fels6 korldtok adottak. Belattuk, hogy a feladat NP-teljes, mér akkor is
ha a graf minden csicsdnak a silyozatlan értelemben vett foka legfeljebb 6, és az f = ¢ korlat
egy csticsban 0, a tobbiben 1.



A specidlis korldtos esetek masik véglete, ha minél nagyobb a kiilonbség az egyes csicsokhoz
tartoz6 also és felsd korlat kozott. Azzal a feladattal foglalkoztunk, amikor adott egy s els6
cstics és egy t utolsé cstcs, melyekre f(s) = g(s) = 0és f(t) = g(t) = () és minden
v # {s,t} cstcsra f(v) = a és g(v) = §(v) — b korldtok adottak, valamely a és b konstansokra.
Szemléletesen olyan csucssorrendet keresiink, melyben s az els6 csucs, ¢ az utolsé €s minden
koztes csticsbol kiindul balra legalabb a darab és jobbra legaldbb b darab él. A ,legtagabb”
korldtos a = b = 1 paraméteres esetben olyan csucssorrendet keresiink, melyben az s és a
t csucs kivételével minden csicsbdl kiindul legaldbb egy €l balra és legaldbb egy €l jobbra. A
szakirodalomban ezt a feladatot iranyitott grafokon értelmezett s-t szdmozas feladatnak nevezik
€s ismert, hogy polinom idében megoldhat6 [3]. Bebizonyitottuk, hogy a feladat 1ényegében
barmilyen szigorubb korlatok esetén NP-teljes, azaz tetszbleges a > 1 és b > 2 paraméterek
esetén.

2.3. Alkalmazasok
2.3.1. Befenyvesre és aciklikus részgrafra bontas

A feladat egy érdekes alkalmazdsaként polinom id6ben eldonthetd, hogy egy irdnyitott graf
felbomlik-e egy befenyves és egy aciklikus részgraf unidjara. Megmutattuk, hogy pontosan
akkor 1étezik ilyen felbontds, ha a g = 1 felss korlatos (—oo, g)-FAS feladat megoldhat6, azaz
ha nem létezik olyan feszitett részgraf, amelyben minden cstucsnak a részgrafra megszoritott
kifoka legalabb 2. Azonban igazoltuk, hogy legkisebb élszdmu befenyvesre és aciklikus grafra
valé felbontast keresni NP-nehéz feladat.

A befenyvesre és aciklikus részgrafra bonthatdsag akkor is megoldhatd, ha bizonyos csicsokrdl
megkoveteljiik, hogy a befenyvesben gyokerek legyenek (lehet, hogy mas csicsok is gyokerek
lesznek). Ennek a feladatnak a nehézsége nyitott kérdés, ha pontosan egy gyokeret koveteliink
meg, azaz befenyére és aciklikus részgrafra bontast keresiink. Azonban ismert, hogy befenydre
és feszitd aciklikusra bonthat6sag NP-teljes [1]. Megmutattuk, hogy minimalis koltségii befe-
nyOre €s aciklikus grafra bonthatdsag NP-nehéz feladat, mar 0-1 élkoltségek esetén is.

Hasonlé graffelbontasi feladatok Hasonl6 graffelbontasi feladatokkal foglalkoztak egy szep-
temberi cikkben, példdul belattdk, hogy NP-teljes annak eldontése, hogy egy graf felbomlik-e
egy irdnyitott kor és egy aciklikus részgraf unidjara, illetve egy irdnyitott diszjunkt korfedés és
egy aciklikus részgraf unidjara [1]. Foglalkoztunk pérositasra és aciklikus részgrafra bonthat6-
saggal. Megmutattuk, hogy ez a feladat mar iranyitott paros grafokon is NP-teljes, egy teljes
parositasra és egy aciklikus részgrafra, illetve egy tetszleges parositasra €s aciklikus részgrafra
bontés esetén is.

2.3.2. Egy rangsorolasi feladat

Egy masik alkalmazdshoz tekintsiink egy versenyt, ahol kiillonb6z6 birdk sorrendeket dllitanak
fel a versenyzOk halmazdn. Egy versenyzd elégedetlenségének nevezziik azon versenyzok szé-
mat, akiket megel6z a birok tobbségénél, de a kdzos sorrendben nem. Célunk egy olyan k6zos
sorrend meghatdrozasa. amely minimalizdlja a versenyzdk elégedetlenségének a maximumat.
Ezen feladat ekvivalens egy irdnyitott grafon egy olyan csucssorrend keresésével, amely mi-
nimalizélja a maximalis bal kifokot, igy polinom id6ben megoldhat6 a (—oo, g)-FAS feladat



segitségével. Mas hasonlo rangsorolési feladatok, példdul amikor a birdk elégedetlenségének a
maximumat szeretnénk minimalizalni NP-teljesek [2].

3. Ebben a félévben vizsgalt kérdések

3.1. Szimultan korlatos esetek

Ebben a félévben tovabb vizsgéltuk az (f, g; Y w)-FAS feladat nehézségét. Foglalkoztunk a
feladat szimultan korlatos eseteivel, amikor a csdcsok 5 bal kifokara, illetve ¢ bal befokdra
egyszerre adott tobb (alsd, felsd, vagy pontos) korlat. Megadtuk a szimultdn korldtos esetek
nehézségének teljes karakterizacidjat két korlat esetén, melyet az 1. tdblazat foglal 6ssze. Mivel
a bal kifok alsé / fels6 / pontos korlat ekvivalens a jobb kifok felsé / als6 / pontos korlattal
(hasonléan a bal befok als6 / felsd / pontos korldt ekvivalens a jobb befok felsd / alsé / pontos
korlattal), ezért a tdblazat implicit tartalmazza ezeket a korlatokat is. Tovabba a tdbl4zat 4tloja
azon esetek nehézségét tartalmazza, amikor a csticsokra csak egyetlen tipusud korlat adott.

0<gs | 0=fs | d=ms | g, | @=f, | T=m,
5 < gs P NP-c NP-c P NP-c NP-c
5> fs P NP-c NP-c P NP-c
5 =my NP-c NP-c NP-c P
o< g, P NP-c NP-c
0> fo P NP-c
g=m, NP-c

1. tablazat. A szimultdn korlatos esetek nehézségének teljes karakterizacidja. A tablazatban 0
jeloli a bal kifokot és ¢jeloli a bal befokot. Valamint g mindig felsd, f mindig alsé és m mindig
pontos korlatot jeldl.

Azon esetekkel is foglalkoztunk, amikor ketténél tobb korlat adott. Példaul ha minden paramé-
terre (azaz a bal kifokra, a jobb kifokra, a bal befokra €s a jobb befokra) pontos el&irds adott,
akkor a feladat polinom id6ben megoldhatd.

3.2. Altalanositas: (f, g; h)-tulajdonsagu sorrend feladat

Bevezettiik az (f, g; h)-tulajdonsdgu sorrend feladatot, az ( f, g; > w)-FAS feladat éltaldnosita-
saként.

Az (f, g; h)-tulajdonsdgu sorrend feladatban egy V' alaphalmaz minden v elemére adott egy
h, : 2V7? — R monoton név6 halmazfiiggvény (azaz tetsz8leges A C B C V — v esetén
hy(A) < hy(B) teljesiil) és f : V' — R, g : V — R als6 és fels6 korlatok. Azt szeretnénk
eldonteni, hogy 1étezik-e olyan o sorrend, mely szerint minden v elemre az 6t megel6z6 elemek
o(v) halmazara f(v) < h,(c(v)) < g(v) teljesiil.



Speciélisan ha a h,, halmazfiiggvényt tgy definialjuk, hogy egy adott V' C V' — v csicshalmaz-
hoz a v cstcsnak a V' cstiicsokra megszoritott silyozott kifokat rendeli, akkor visszakapjuk az
(f,9;>_ w)-FAS feladatot.

Altaldnositottuk a (—oo, g; > w)-FAS feladatra adott algoritmust a (—oo0, g; h)-tulajdonsagi
sorrend feladatra. Tehét a (—oo, g; h)-tulajdonsdgd sorrend feladat polinom idében megold-
hatd, ha a h, halmazfiiggvények hatékonyan kiértékelhetéek. A tovdbbiakban mutatunk egy
titemezéselméleti alkalmazast erre az dltalanosabb feladatra.

3.2.1. Utemezéselméleti alkalmazasok

1|g-prec|L.,.x feladat Tekintsiik az aldbbi egygépes litemezési feladatot: Adott munkdk egy
V = {v1,...,v,} halmaza és adottak megel6zési feltételek az egyes munkdk kozott. A meg-
elozési feltételek egy D irdnyitott graf €leinek felelnek meg, amelyrdl a szokdsostdl eltéréen
most nem tessziik fel, hogy aciklikus. Minden v munkahoz tartozik egy p(v) feldolgozasi idé
egy d(v) hatarid6 és egy g(v) fels6 korlat az adott munkéra sérthetd precedencia feltételek sza-
mara. Egy iitemezés megengedett, ha minden v munkadra teljesiil, hogy a v-t megel6z6 munkdk
V"’ halmazdba kiindul6 élek szdma legfeljebb g(v). Célunk egy olyan megengedett iitemezést
taldlni, amely minimalizdlja a maximalis késést.

El6szor tekintsiik azt a feladatot, amelyben azt szeretnénk eldonteni, hogy 1étezik-e legfeljebb
K maximdlis késést iitemezés egy adott K’ < )\, p(v) szdmra. (Ha K > _, p(v), akkor
mindig 1étezik legfeljebb K maximalis késésii iitemezés.) Legyen

+ (X () +p(0) - d(w))

ueV’

h(V') = M(5(0.V) = g(0))

ahol M = %" _,, p(v). Beldthat6, hogy ezen h, halmazfiiggvények monoton novéek.

Belattuk, hogy pontosan akkor 1étezik legfeljebb K maximalis késésli megengedett litemezés,
ha a h, halmazfiiggvényekre és ¢’ = K fels korlatra 1étezik (—oo, g; h)-tulajdonsdgui sorrend.
Ebbdl kovetkezik, hogy K szerinti bindris kereséssel legfeljebb log(M ) alkalommal meghivva a
(—00, g; h)-tulajdonsdgra ismert algoritmust tudunk egy minimalis késés(i iitemezést taldlni. Ez
az algoritmus polinomidlis, de nem erdsen polinomidlis. Beléttuk, hogy az algoritmus egy kis
moédositdsaval mar egyetlen hivassal is tudjuk a h, (o (v)) értékek maximumat minimalizdlni. A
javitott algoritmus mar erdsen polinomiélis.

1|g-prec| fimax feladat Hasonlé médon megoldhaté az el&bbi 1|g-prec| Ly, feladat egy alta-
lanositdsa is. Az 1|g-prec|fmax feladat annyiban kiilonbozik az 1|g-prec| L.« feladattdl, hogy
minden v munkéra a d(v) hatdrid6 helyett egy f, monoton nové fiiggvény adott, és célunk
egy olyan megengedett iitemezés meghatdrozdsa, amely minimalizédlja a max{ f,(t(v))} érté-
ket, ahol #(v) a v munka befejezési ideje az iitemezésben.

Ez a feladat az 1|g-prec| L.« feladathoz hasonléan megoldhatd, az aldbbi h,, halmazfiiggvények
esetén:
"
ho(V') = M (8(0, V") = (o)) + fo( D2 plw) + p(v)).
ueV’

ahol tovabbrais M =} _,, p(v). Specidlisan, ha a precedencia feltételek aciklikusak és g =
0, akkor az erGsen polinomialis algoritmust alkalmazva visszakapjuk az 1|prec| fima.x feladatra
ismert LCL algoritmust [6].



3.3. Az (f, g)-FAS feladat modositasai

Foglalkoztunk a csak felsg korldtos (—oo, g)-FAS feladat néhany mddositdsdnak a nehézsé-

gével. Az el6z6 félévben bevezetett d-tdvolsdgu feladat ismertetése utdn ratériink az ebben a
félévben vizsgalt moédositasokra.

A d-tavolsagi (—oo, g)-FAS feladat A (—oco, g)-FAS feladat egy természetes médositdsa-
ként el6z6 félévben bevezettiik a d-tdvolsdgi (—oo, g)-FAS feladatot, melyben az egyes csu-
csokhoz tartoz6 g fels6 korlat az 6sszes csucs helyett csak a megel6z6 (legfeljebb) d csicsra
vonatkozik, azaz minden ¢ € {1,...,|V|}-re az i-edik helyre keriil§ cstcs el6tti min{d, i — 1}
darab csucsra. Specidlisan a d = |V/| esetben visszakapjuk az eredeti feladatot. Megmutattuk,
hogy a d-tavolsagi (—oo, g)-FAS feladat polinom id6ben megoldhaté, ha d = |V | — ¢ valamely
c konstansra. Azonban a feladat NP-teljes, ha a csticsszamra és a d tdvolsdgra teljesiil, hogy
V| = (d+1)(I+1)—2,ahol [ = Q(|V|°) valamely ¢ > 0 konstansra. Ebbdl specidlis esetként

kapjuk példdul, hogy a feladat nehézad = 1 és ad = /|V| esetben.

Minimalis koltségili (—oo, g)-FAS A feladat egy természetes mddositdsa, ha minden cstcs-
helyezés parra adott egy ¢ koltség, és olyan (—oo, g)-FAS megoldast keresiink, amely minima-
lizélja a koltségek 0sszegét. Ez a feladat NP-teljes, mivel a [4] cikkben bevezetett pozicid alapi
itemezési feladat egy altalanositdsa, amelyrdl beléttdk, hogy NP-nehéz. De a feladat approxi-
maélhatdsaga egy érdekes kérdés.

Lexikografikusan legkisebb (—co, g)-FAS A feladat egy mésik optimalizdldsi verzidjaként
bevezettiik a lexikografikusan legkisebb (—oo, g)-FAS feladatot. Ekkor egy olyan (—oo, g)-FAS
megoldast keresiink, amelyre a csticsok bal silyozott kifokainak monoton csokkend sorrendje a
lexikografikusan legkisebb. Sajnos errdl a feladatrdl is azt bizonyitottuk be, hogy NP-nehéz, mi-
vel visszavezethet6 rd a minimalis méretli befenyvesre és aciklikus részgrafra bontds, amelyrdl
kordbban belattuk, hogy NP-nehéz feladat.

4. Tovabbi tervek

A csak felsS korldtos (—oo, g; h)-tulajdonsdgi sorrend feladatra adott algoritmusunk O(n?)
darab h, halmazfiiggvény kiértékelést haszndl, és 1étezik olyan input, amelyre ez a 1épésszdm
becslés €éles. Jelenleg a legjobb algoritmusban sziikséges h, hivdsok szdmdéra szeretnénk egy
als6 becslést adni.

Tovabba érdekes kérdés a csak fels6 korldtos feladat azon altaldnositdsanak nehézsége, ami-
kor egydimenzids sorrend helyett egy tobbdimenzids elhelyezést keresiink. A tobbdimenzids
altaldnositds alkalmazhat6 lenne a 3.2.1 Fejezetben emlitett iitemezési feladatok tobbgépes val-
tozatdra.

A témadval részt vettem az OTDK-n valamint a 12th Japanese-Hungarian Symposium on Disc-
rete Mathematics and Its Applications nevli konferencidn. Az eredményekbdl egy cikk késziil,
melynek a roviditett valtozata a konferencidra leadott anyag.
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