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1. A separating words problem

1986-ban Goralcik és Koubek|3] felvetette azt a kérdést, hogy egy egyszert szamitési eszkozzel
milyen nehéz megoldani a legkénnyebb feladatot, két sz6 megkiilonboztetését. Ezt a kérdést fogom
altalanosabban(tobb sz6 esetén) vizsgalni a [2] cikket kovetve. A ketts szora vonatkozé allitasok
bizonyitasai a 2] alapjan torténnek, az ennél tobb szora vonatkozo allitasok sajat eredmények.

1.1. Definicié. Jeldlje sep;(aq,...a;) azt a legkisebb k szamot, amire létezik egy k allapotu
véges automata, ami az ay, ao, .. .a; szavak esetén kiillonboz6 végéllapotokba keriil.

1.2. Definicié. Si(n) = max{sep;(a1,...qa;) : a1,...a; a ¥ abc feletti maximum n hosszt pa-
ronként kiilonb6z6 szavak. }

A separting words problem célja az Sj(n) fliggvényre also és felsg korlatokat talalni. Az eddigi
legjobb ismert fels§ korlat Sa(n) = @(n%), amelyet Chase bizonyitott be 2020-ban[1]. A legjobb
ismert also korlat Sq(n) = Q(log(n)).

1.3. Allitas. sep;(ai,...a;) esetén nem szamit a szavak sorrendje.

1.4. Allitas. seps(a,b,c¢) < min H - max H, ahol H = {sepy(a, b),seps (b, ¢),sepy(c,a)}

Bizonyitds. Azt fogjuk belatni, hogy seps(a,b,c) < sepy(a,b) - max{sep, (b, c),sepy(c,a)} igaz.
Ebbdl kovetkezik az allitas, ugyanis seps(a, b) helyett valaszthatjuk min H-t és ekkor a szorzat
méasodik tagja max H lesz.

Vegyiik azt az A, automatat, amely az a és b szavakat kiilonbozteti meg sep,(a, b) allapottal. Ha
ez az automata a c szora kiilonbo6z8 végallapotba keriil, mint a-ra és b-re akkor készen vagyunk.
Tegyiik fel, hogy a c és a szbora ugyanabba a végallapotba keriil. Ekkor vegyiik az a-t és c-
t sepy(a,c) allapotban megkiilonboztets A, . automatat. Az Agp és Aq . direkt szorzata egy
sepy(a, b) - sepy(a, ¢) allapoti automata, amely mind a harom szot kiilonb6z6 végallapotba viszi.
Ha a c-t és a b-t viszi egy végallapotba az A,y, akkor hasonléan jarhatunk el, csak most az
Ay ~vel vessziik a direkt szorzatot. Ezekbdl kovetkezik az allitas. O

2. Kiilonbo6zd6 hosszu szavak

Ebben a részben meggondoljuk kett6 és harom sz6 esetében, hogy ha a szavak hossza eltérd,
akkor a megkiilonboztetésiik nem nehéz és emiatt a tovabbiakban feltehetjiik hogy a feladatban
minden sz6 hossza n.

2.1. Lemma. [4] Minden n > 2 természetes szamra létezik egy p < 4,4log(n) prim, amelyre
igaz, hogy p 1 n.

Bizonyitds. (Vidzlat) Ha az &llitds nem igaz, akkor minden p < 4,4log(n) prim osztja n-et.
Ekkor (Hpg4,410g(n) p)|n. Definiéljuk a 0(z) = > ., logp fiiggvényt, amirél megmutathatd, hogy
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9(x) > 0,23z. Ekkor 0(4,4log(n)) > 1,012log(n), amibsl kivetkezik, hogy egy q¢ > n'0'2 szam
osztja n-et, ami ellentmondas. O

2.2. Kovetkezmény. Ha 0 < 4,5 < n,n > 2 és i # j, akkor létezik egy p prim, amelyre
p<4,4-log(n) ési # j (mod p).

2.3. Definici6. Az a sz6 hosszat a tovabbiakban |a| jeloli.

2.4. Allitas. [2] Ha |a|, |b| < n és |a| # |b], akkor sepy(a, b) = O(log(n)).

Bizonyitds. A 2.2 kovetkezmény alapjan létezik egy p = O(log(n)) prim, amire |a| # |b| (mod p).
Egy p hossza korbdél 4ll6 automata segitségével megkiilonboztethets a két szo. O

2.5. Allitas. Ha |al, |b], |c| < n és paronként kiilonbozéek, akkor sepg(a, b, c) = O(log(n)).

Bizonyitds. |(|a| — |b]) - (|b] — |c|) - (le] — |a])] < n3, ezért a 2.1 lemma miatt létezik egy p <
4,4 -log(n3) = 13,2 - log(n) prim, amely nem osztja ezt a haromtagi szorzatot. Emiatt p nem
osztja a szorzat egyik tagjat sem, ami azt jelenti, hogy |al, |b| és |d| kiillonb6z6 maradékokat adnak
p-vel osztva. Ezért egy p hossza kort tartalmazé automata mas végéallapotokba viszi 6ket. O

2.6. Allitas. Ha a, b és ¢ koziil valamelyik sz6 hossza nem n, akkor seps(a,b,c) < Sa(n) -

O(log(n)).

Bizonyitds. A sepy és seps kozotti egyenlStlenség(1.4) és a sepy kiilonb6zd hosszu szavak esetére
vonatkozo6 2.4 allitasbol kovetkezik. O

3. Az abc mérete

A szavak egy ¥ véges abc bettiibdl allnak. Meg fogjuk vizsgalni, hogy ezen abc mérete(|X| = k)
és a feladat nehézsége kozott milyen kapcesolat all fenn.

3.1. Definici6. Jelolje sepf (a1, ...a;) asep;(a1,...a;) értéket abban az esetben, amikor a szavak
egy ~ méretii abc felettiek és S;*(n) ezek maximumat.

3.2. Allitas. [2| S5(n) = S2(n), ha k > 2.

Bizonyitds. Az S3 < S irdny vilagos, ugyanis egy kettd méretii abc feletti sz6 tekinthets egy »
méret abe feletti szonak. A masik irany belatasahoz legyen a # b € ¥, ahol |X| = k. Valasszunk
egy 1 < i < n indexet, amelyre a; # b;. Definidljuk a ® : 3 +— {0, 1} leképezést az alabbi modon:

1 haz=a;
D) = ar=a
0 haz#a;

Ezen fiiggvényt az a és b minden betiijére alkalmazva megkapjuk az a’ és b’ binéris szavakat, ame-
lyek az i-edik bitben kiilonb6znek. Ezek megkiilonboztethetSk egy A automatavaval, amelynek
k < S2(n) allapota van. Az automata atmenetfiiggvényiben az l-eket a;-re, a O-kat ¥ — {a;}-
re cserélve a kapott automata megkiilénbozteti a-t és b-t k allapotban. Igy sepf(a,b) < S2(n)
amibdl az allitas kovetkezik. O

3.3. Allitas. S5(n) = S2(n), ha k > 2.



Bizonyitds. Legyenek a,b,c € 3" paronként kiilonb6z8 n hosszi szavak a x betiibgl allo X
abc felett. Az 3.2 allitas bizonyitasahoz hasonléan azt kell megmutatnunk, hogy létezik egy
® : ¥ — {0,1} leképezés, amelyet bettinként alkalmazva a harom szora, a kapott o', b/ és ¢
binaris szavak paronként kiilonbozéek. Ha ezt sikertil elérni, akkor a/, b’ és ¢’ megkiilonboztet-
het$ egy maximum S3(n) allapotit automatéval. Ebbél az dtmenetek megfelels atnevezésével
készithet egy azonos szamu allapotbol all6 automata, ami megkiilonbozteti az eredeti a, b és ¢
szavakat. A tovabbiakban azt fogom megmutatni, hogy ilyen @ fliggvény létezik, vagy a harom
sz6 megkiilonboztetése egy specialis esetre korlatozodik.

1. Eset: Létezik 1 < ¢ < n index, amelyre az a;, b;, ¢; bettik koziil kett6 megegyezik és a
harmadik kiilonb6z8. A szavak sorrendjének felcserélésével elérhets, hogy a; # b; = c;.
Tudjuk, hogy létezik egy 1 < j < n, j # 4 index, amelyre b; # c;. A ® fiiggvényt
ugy készitjiik el, hogy ®(a;) = 0, ®(b;) = ®(c;) = 1 legyen. Tovabba ®(b;) és ®(c;)
valamilyen sorrendben a 0 és 1 legyen, ez konnyen elérhets. A t6bbi helyen a ® tetszélegesen
megvalaszthaté 0-nak vagy 1-nek.

2. Eset: V1 <14 < n indexre az a;, b;, ¢; betiik paronként kiillonboznek vagy mindhérom azonos.
Legyen I azon indexek halmaza, amelyekre a;, b; és ¢; paronként kiilénboznek. Az I halmaz
nem fires, legyen i € I tetsz6leges ilyen index. Ha létezik olyan j € I,j # i index amire
bj =z & {b;,c;} vagy ¢; = z & {b;, c;} akkor létezik megfelels ® leképezés (elképzelhetd,
hogy a; = z igaz):

D) = 0 haz e {a;,z}
1 haz¢{a;z}
Ekkor ®(a;) =0, ®(b;) = ®(¢;) =1, ®(bj) =1 és ®(¢j) = 0 vagy P(c;) =1 és &(b;) = 0.
Ha nem létezik ilyen j index, akkor minden j € I-re bj,c; € {b;, ¢;}.

Az el6bbi érvelés elmondhaté az a; = z & {a;, b} vagy bj = 2z & {a;,b;} vagy aj = z &
{a;,ci} vagy ¢; = z & {ai,c;} esetekben is, ekkor vagy hasonléan tudunk késziteni egy
megfels @ fiiggvényt, vagy a;,b; € {a;, b} és aj,cj € {ai, ¢;} adodik. Tehat ha egyik eset
sem igaz, akkor a; = a;,b; = b;, ¢; = ¢; igaz minden j € I-re. Ekkor az (a, b, ¢) szoharmas
nagyon specidlisan néz ki: 1léteznek az x,y, z € 3 paronként kiilonb6zé bettik, hogy minden
1 <i < nindexre a; = x,b; = y,¢; = z vagy a; = b; = ¢;. A kOvetkezd allitasban be fogom
latni, hogy ebben az esetben sepf§(a,b,c) = O(log(n)). Az S3(n) > Sa(n) = Q(log(n))
ismert also korlat, amibdl kovetkezik hogy ebben az esetben is sep§(a,b,c) < S3(n).

O

3.4. Definicié. Az (a,b, c) szoharmast unalmasnak nevezziik, ha léteznek az z,y, z € ¥ péaron-
ként kiillonb6z6 betiik, hogy minden 1 < ¢ < n indexre a; = x,b; = y,¢; = z vagy a; = b; = ¢;.
Hivjuk x,y, z-t az a, b, c eltérési értékeinek, és azokat az ¢ indexeket ahol a; = x,b; = y,¢; = 2
eltérési helyeknek.

3.5. Allitas. Ha (a, b, c) unalmas, akkor sep§(a,b,c) = O(log(n)).

Bizonyitds. Legyenek x,y, z € ¥ betiik az a, b, ¢ eltérési értékei. Definidljuk a w € X™-re f(w) =
0-|wly +1-|wly+2-|w|, figgvényt, ahol |w|g, |w|y, |w|, jeloli az z,y, z betiik el6fordulasinak
szamait a w szoban. Ha I az a, b, c eltéréseinek helyei és o az f fliggvény értéke az a, b, c szavak
nem eltérési helyeken vett részének, akkor f(a) = o, f(b) = o+ |I|, f(c) = o + 2|I|- egymastol
eltérs 0 és 2n kozotti értékek. A 2.1 lemma miatt 1étezik egy p < 4,4log(2n) = O(log(n)) prim,
amely nem osztja 2|I|-t. Igy f(a), f(b), f(c) paronként inkongruensek modulo p, tehat egy p
allapott automatéaval az f(w) mod p értéket szamolva megkiilonboztethetd a harom szo. O]



4. Eltérések a szavak elején

4.1. Allitas. Ha az ay,a9,...a; € {0,2,...x — 1} szosorozatra igaz, hogy barmely két sz6
kiilonbézik az elsd i hely valamelyikén, akkor sepli(ar,...a;) < 1+ |L] (i—1)+1=1+[5]+]%] i

Bizonyitds. Tekintsiik azt a gyokeres fenyGt, amelyben a leveleken kiviill minden csicsnak k
gyereke van és minden levél tavolsdga a gyokértdl ¢. Minden nem levél csticsbél kimend élekre
irjuk a 0,1,...k — 1 szdmokat. Minden cstcsra irjuk a gyokértsl oda vezets aton 1évs élekhez
tartozo betiik sorozatat. Ez egy automata allapotgréfja, amely egy sz6t abba a levélbe visz, amire
a sz6 1 hosszu kezdd@szelete van irva. A feltétel miatt az a1, ao, ... a; szavakat kiilonbo6zg levélbe
viszi.

Futtassuk az automatat az ay, . . . a; szavakra és minden allapotra(cstcsra) szamoljuk, hogy héany-
szor jartunk ott Osszesen. Azon csiicsokat amelyekben legaldbb kétszer jartunk nevezziik belsd
csucsoknak. A bels6 csicsok azon gyerekeit, amelyek nem belsé csticsok nevezziik szélsé csucsok-
nak. A t6bbi cstcsot lényegtelennek nevezziik és ezeket elhagyhatjuk. Az igy kapott fenyére igaz,
hogy az ay, ... a; szavak mindegyike egy kiilonboz6 levélbe(kiilss cstcsba) keriil és minden levélbe
keriil egy sz6. Tehat ezen grafhoz tartozé automata is megkiilonbozteti az adott szavakat.

A bels6 csiicsok részfenydjének maximum L%J levele van. Egy levél és a gyokér kozotti tton

maximum % — 2 masik cstcs lehet. Ezen utak unioja lefedi az Gsszes bels§ cstcsot, ezért azok
szdma maximum 1 + L%J (i — 1). Hozzdadva a kiils6 cstucsok szamat(l) adodik az allitas. O

5. Atlagos eset

5.1. Allitas. [2] Tegyiik fel, hogy az a, b szopart egyenletes eloszlas szerint valasztjuk a s mérett
abc feletti, n hosszi, kiilonbozd szavakbol allo parok halmazabol. Formalisan (a,b) €r {(a,bd) :
a,be {0,1,...xk —1}" a # b}. Ekkor sepf(a,b) varhato értéke konstans.

Bizonyitds. Annak az eseménynek a valoszintisége, hogy a és b az els6 i — 1 helyen megegyezik és
az i-edik helyen eltér (%)1_1 . (1 — %) és ebben az esetben egy ¢ + 2 allapotd automataval meg-
kiilonboztethetGek. Ebbdl az alabbi fels§ becslés adodik a véletlen szopar megkiilonboztetéséhez
sziikséges allapotok varhaté értékére:

s () ()5 () 005 () 0

A bal oldali tagban 1év6 szumma egy p = 1 — % paramétert geometriai eloszlashoz tartozo
események teljes rendszeréhez tartozd valoszintiségek Osszege, ezért értéke 1. A jobb oldali tag
egy p=1-— % paraméterd geometriai eloszlas varhat6 értéke, ami ]19. Ezeket felhasznélva adodik
az alabbi fels§ becslés:

1
2+ —7 <4

K

O

5.2. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitasban a valdszintiségeket tigy hasznaltuk, mintha a szavakat
valasztottuk volna egyenletes eloszlas szerint, egymastol fiiggetleniil. Els6re nem vilagos, hogy
ez miért helyes, ugyanis el6fordulhat, hogy ugyanazt a két szét valasztjuk. Ezt ugy oldhatjuk
meg, hogy a véletlen valaszasra a kovetkezd modon tekintiink. Valasztunk egy-egy a és b szot



egyenletes eloszlas szerint, ha megegyeznek, azaz az 1 < ¢ < n indexek egyikén sem térnek el,
akkor a szummaban valamely ¢ > n taghoz soroljuk ket és ekkor i +2 > n+2 allapotot szanunk
a megkiilonboztetésiikre. A valosdgban ebben az esetben a két sz6 nem kiilonboztetheté meg és
tjra kell generalni ¢ket, amig nem lesznek eltéréek. Igy valojaban annak a valoszintisége, hogy
az egyes 1 < n helyeken eltérnek nagyobb lesz az eredeti eloszlés szerint, mint a bizonyitasban irt
val6szintiség. Ez nem jelent probléméat ugyanis ezeket az tjrageneralast kivané eseteket a késébbi
tagokban nagyobb allapotszammal kiilonboztettiik meg.

5.3. Allitas. Ha az aj,as,...q; szosorozatot egyenletes eloszlas szerint véletlen valasztjuk a
Kk > 2 méretl abc feletti, n hossza, paronként kiilonbo6z szavakbol 4ll6 [ hossza sorozatok
halmazabol, akkor sepy(a1,...a;) varhato értéke konstans.

6. Tesztek

Az So(n) és Ss(n) kis n értékek esetén valo kiszamitasara készitettem egy programot, amely a
kovetkezSképpen miikodik. Az Gsszes n hosszi szopar vagy szoéharmas esetén meghatéirozza a
sepy vagy seps értéket a lehetséges nem izomorf automatak kipréobalasaval és ezek maximumaét
veszi. A nem izomorf autamatdk generdlasihoz egy sajat algoritmust hasznaltam. Az aldbbi
tablazatban lathatok a kiszamolt értékek:

n 1123745678910 11]12]13]14[15
Mogo(m)] O 1223|3334 4a4a|4a]4a]4]4
Son) [212]2[3[3[3[3[3[3]|4]4a]4a]4a]4]4
Ss(n) |-|3|3|3|4]4[4[5]5
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