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1. Bevezetés

Az 6néllé projekt soran 3D-s elliptikus modellfeladatok véges differencids kodolasaval foglalkoztam. A legegy-
szeriibb példa elliptikus parcialis differencidlegyenletekre a Poisson-egyenlet, melyhez megadhaté a peremre
vonatkozo feltétel is. Dirichlet-peremfeltételnek nevezziik, ha ismerjiik a tartomény peremén a megoldés
értékeit. Az ilyen tipusu feladatok altaldnos alakja a kovetkezo:

{—Au =f
ulyg = 9,
ahol Q c R" egy korldtos tartomany, és 0S) szakaszonként sima hatar.

Bizonyos dramldsokat és erétereket gyakran tudunk modellezni egy W e C1(Q, R™) vektortér segitségével.
Erre a W vektortérre két fizikai torvény is vonatkozik. A divW = f egyenlet a megmaraddsi torvényt irja
le. Eszerint a W mez6 dltal széllitott anyag vagy megmarad (ha f =0), vagy a forrds/nyeld f fliggvényében
valtozik. A W-re vonatkoz6 Fick-tirvény szerint a W mez6 ardnyos egy megfeleld u € C1(Q) mezd gra-
diensével. Az u fliggvényt potencidlnak nevezziik. A térvény W = —pVu alakban is felirhaté, ahol p > 0
konstans. A fenti szabdlyok a —div(pVu) = f elliptikus egyenletre vezetnek, ami p = 1 esetén megegyezik az
—-Au = f elliptikus egyenlettel. Az u potencidl és a W er6tér vizsgédlata is hasznos lehet. [1]

A véges differencias modszer szerint a megoldas kozelitéséhez az értelmezési tartomanyon felvesziink egy
racsot, melynek 1épéskozeit hy, ha, hz-mal jeloljiik, és azt szeretnénk, ha a racs finomitasaval a racspontokban
a becsiilt érték egyre jobban kozelitené a pontos megolddst. [1] Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy
a tovabbiakban ekvidisztans felosztassal dolgozunk, vagyis hy = ho = hg =1 h. A racs paraméterének ne-
vezzilk h-t. A tartomény bels6 pontjaiban a diszkrét Laplace-operator kozelitéséhez mindhdrom iranyban
szimmetrikus modszert alkalmazunk, igy kapjuk az alabbi kozelitést:

. “Ui+1,5,k — Wi-1,5,k — Wi j+1,k — Wi -1k — Wi j k+1 — Ui j k-1 T 6us, j, k
~Au(ih, jh,kh) ~ J J: A I J J 1 (1)
h2

2. Egységkocka

2.1. A megoldas kozelitése

Az els6 vizsgdlt tartomanyunk az  =[0,1] x [0,1] x [0, 1] egységkocka. Ezen oldjuk meg a

-Au=f, Q=10,1]x[0,1] x [0,1]
u|8Q =0, (2)
f(z,y,2) = 3n?sin(mx) sin(7ry) sin(7z)

feladatot. Ennek a feladatnak konnyen kiszamolhat6 a pontos megoldéasa, igy a kozelitésbol szarmazo hibét
is meg tudjuk majd kapni. A pontos megoldds u(z,y, z) = sin(7z) sin(7y) sin(7z).

A |1l fejezetben leirtaknak megfeleléen alkalmazunk egy h 1épéskozi ekvidisztans réacsot 2-n, N jeldli a
belsé racspontok szamat. A kapott rics pontjait lexikografikusan egy darab N3 hosszii vektorba rendezziik
ugy, hogy el6szor az x-tengely, majd az y-tengely, végiil pedig a z-tengely mentén noveljiik az indexeket. Ezzel
a rendezéssel a racspontokbeli kozelitett értékeket egy wuj, € R? vektorban tudjuk eltérolni. Hasonléképpen
igaz ez az f racspontokbeli értékére is, ezt fy-val jeloljiik. Az [I}es képlet alkalmazdséaval felirhaté egy Ay,
egyltthatomatrixa linedris algebrai egyenletrendszer, melynek jobb oldalan az f értékei szerepelnek az egyes
racspontokban. Ehhez jelolje Iy az N x N-es identitasmatrixot, tovabba bevezetjiik az aldbbi jeloléseket.
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linearis egyenletrendszer u;, megoldasa lesz a kozelitett érték a racspontokban. A abran az egyiitt-
hatématrix struktiraja lathaté N = 4 mellett.
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1. dbra. Az egylitthatomatrix struktiraja kockan, N = 4 mellett.

Az 6sszes megoldas nem abrazolhaté térben, azonban valamely véaltozé fixaldsdval megtekinthetjiik tetszéleges
"rétegen” a becslésiinket. A [2| dbrdn az x = 8h, x = 16h, x = 24h rétegeken abrazoljuk a becsiilt megoldast.
A abrédn a z = h érték rogzitésével abrazoltuk a becsiilt megolddst N = &, illetve N = 16 belsd rdcspont

esetén.

2. dbra. Az N = 32 melletti becsiilt értékek

az x = 8h, x = 16h, x = 24h rétegeken.
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3. dbra. A z = h, N = 16 melletti becsiilt
értékek.

2.2. A becslési hiba nagysaga kiilonb6z6 1épéstavolsagok esetén

Az alabbi tabldzat a racspontbeli becsilt értékek eltérését tartalmazza a pontos értékektél maximum norméban.



Bels6 racspontok széma (N) | Hiba nagységa
2 0.0628
4 0.0289
8 0.0098
16 0.0028
32 7.5303-107*
64 1.9452-1074

Mivel a bels6é pontokban a szimmetrikus séméval kozelitettiik a diszkrét Laplace-operatort, ezért masodrendi
konvergencidt varunk. A hibdk nagysdgéat érdemes loglog-dbra segitségével is abrazolni, igy szemléltethetd
a moédszer rendje.
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4. dbra. A 1épésszam novelésével a hiba masodrendben csokken.

A fenti dbrdn a 3. és a 6. pont kozotti egyenes koriilbeliil L7003 _ —1,8827 meredekségii, ami nagyjabodl

’ 0,9031
megfelel a mdsodrendnek.

2.3. A gradiens kozelitése

A kozelitett megoldasbol kiszamoltuk a réacspontbeli gradiensvektorok hosszat. A hatdron 1évé pontokban
a megoldas nem C-beli, igy ott a |Vu| ~ |0,u| kzelitést alkalmaztuk. v olyan vektor, mely egy oldal belsd
pontjéban az oldalra meréleges vektor, egy oldal élén az élre merdGleges, atellenes él iranyaba mutaté vektor,
a kocka csucsaiban pedig a kocka kozéppontjaba mutaté vektor. Az abrén a kozelitett |Vu| ldthaté a
feladat esetén. A @ dbran az f(x,y,z) = 3e710(2-0).7~10(y=0).*-10(2-1).%  -10(2-0.8).*-10(y-0.7).~10(-1).>
feladathoz tartozé kozelitett |Vu| szerepel.
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5. dbra. |Vu| kozelitése a hatdron a 2] fel- 6. dbra. A kozelitett |Vu| kettés Gauss-
adat esetén. forras esetén.



3. Hianyos kocka konkav sarokkal (Fichera corner)

A masik altalunk vizsgalt tartomany egy olyan 1 élhosszusagu kocka, melynek az egyik sarkabdl elhagytunk
egy % élhosszusdgi kockdt. Ezt szokds fichera cornernek nevezni. [3] Ezt a testet szemlélteti a adbra. Ezen
a tartomanyon csak azt az esetet vizsgaltuk, mikor a bels6é pontok szama paratlan sok.

7. dbra. Hidnyos kocka konkav sarokkal (Fichera corner).

3.1. Az egyiitthatématrix strukturaja

Legyen a == sN + (N - s)s, ahol s = [%J Az eljards egyiitthatométrixa egy olyan négyzetes blokkmatrix,
melynek bal felsé négyzetes blokkja egy blokktridiagonalis métrix, N2 méretii blokkokkal, a fé4tléban C
blokkokkal, a masodik &tlékban —I blokkokkal. A jobb alsé négyzetes blokk szintén egy blokktridiagondlis
métrix a? méretii blokkokkal, ennél a f84tléban D métrixok vannak, a médsodik atlékban —I-k. A métrix
tobbi részeiben csak A;-ben és As-ben vannak nemnulla elemek. Az A; egy olyan a x N2-es métrix, melyben
az utolsé a oszlop altal meghatédrozott részmétrix az —I € R***, mashol pedig minden elem 0. Ay = AT azaz
az A egy olyan matrix, melyben az utolsé a sor altal meghatarozott részméatrix az —I € R*** mashol pedig
minden elem 0. Tehat a méatrixnak 6sszesen sN2 + (N - s)a oszlopa van. Példdul N = 5 esetén az alabbi

strukturdt figyelhetjiik meg. A métrix f6lott, illetve mellett az adott blokk mérete szerepel.

N? (1) N2 (s)| a | al a
M1 C -1
8 I G P N

a Al D -1
a -1 | D | -I
a -1 | D

C matrix egy olyan blokktridiagonalis métrix, melynek minden oszlopdban N darab N x N-es blokk van.
C féatléjaban B = tridiag(-1,6,-1) e RV*YN blokkok szerepelnek, a mésodik atlékban pedig —I métrixok.

B |-I

C = -I| B | - ¢ RNVEXN?
- =T

I B

A D maétrix struktirdja megegyezik az A métrix struktirdjaval, azonban a méretek kiilonboznek. A
D matrix bal fels6 négyzetes blokkjaban a blokkok N x N-esek, egy oszlopban s darab van bel6liik, és
a részmatrix f84atléjaban 16v6 blokkokat B-vel jeloljikk. A jobb alsé négyzetes részmétrixban a blokkok
s x s-esek, egy oszlopban N — s van beldliik, és a részmatrix féatléjaban 1év6é blokkokat B-vel jeloljiik.
B = tridiag(-1,6,-1) € RN*N és B = tridiag(-1,6,-1) € R®*. Az A; és A, részeknek megfelels elemeket
hasonléan {rjuk fel, mint A-nal. Tehdt D egy (Ns+ (N —s)s) x (Ns + (N — 5)s)-es matrix. N = 5-nél a
kovetkezbképpen néz ki D.



s Al B | -I
-I| B | -I
-I| B

3.1. Megjegyzés. Ha sikbeli L-tartoméanyon vizsgaljuk az FDM egyiitthatématrixat, a D matrixot kap-
juk, azzal a kiillonbséggel, hogy az 5-pontos differenciacsillagban a kézéppontbeli elemek helyén 6 helyett 4
szerepel.

A dbrén a D métrix nemnulla elemeit, a[9] dbrdn a mddszer egyiitthatématrixdt lathatjuk N =5
esetén.
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9. &dbra. A mdédszer egyiitthatématrixdnak
8. dbra. A D matrix struktirdja N =5 mellett. struktirdja N =5 mellett.

A médszer egylitthatométrixa Ay, = #A. Kevés bels6 racspont esetén az alabbi hibakat kapjuk.

Bels6 racspontok szdma (N) | Hiba nagysdga
3 0.2337
5 0.0628
7 0.0530
9 0.0289
11 0.0232
15 0.0130
17 0.0098
19 0.0083
21 0.0066
25 0.0048
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