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Bevezetés

Poisson-egyenlet Dirichlet-peremfeltétellel

Ω ⊂ Rn egy korlátos tartomány,

∂Ω szakaszonként sima határ.{
−∆u = f

u
∣∣
∂Ω

= g ,
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Motiváció

W ∈ C 1(Ω,Rn) vektortér

Megmaradási törvény: divW = f .

Fick-törvény: W = −p∇u, p > 0 konstans.

A fenti szabályok a −div(p∇u) = f elliptikus egyenletre vezetnek.

Ha p ≡ 1, akkor ez megegyezik az −∆u = f elliptikus egyenlettel.
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A véges differenciás módszer

Rács, lépésközök:h1, h2, h3.

Ha ekvidisztáns a rács, akkor a h := h1 = h2 = h3 a rács paramétere.

A diszkrét Laplace-operátor közeĺıtése:

−∆u(ih, jh, kh) ≈
−ui+1,j ,k − ui−1,j ,k − ui ,j+1,k − ui ,j−1,k − ui ,j ,k+1 − ui ,j ,k−1 + 6ui , j , k

h2
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Egységkocka

A vizsgált tartomány: Ω = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1] egységkocka.
Feladat: 

−∆u = f , Ω = [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]

u
∣∣
∂Ω

= 0,

f (x , y , z) = 3π2 sin(πx) sin(πy) sin(πz)

A pontos megoldás u(x , y , z) = sin(πx) sin(πy) sin(πz).
Ahuh = fh lineáris algebrai egyenletrendszer.
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Az Ah együtthatómátrix struktúrája
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Az együtthatómátrix struktúrája

Figure 1: Az együtthatómátrix struktúrája kockán, N = 4 mellett.
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A közeĺıtő megoldás ábrázolása

Figure 2: Az N = 32 melletti
becsült értékek az x = 8h,
x = 16h, x = 24h rétegeken.

Figure 3: A z = h, N = 16
melletti becsült értékek.
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A becslési hiba nagysága különböző lépéstávolságok esetén

Belső rácspontok száma (N) Hiba nagysága

2 0.0628
4 0.0289
8 0.0098
16 0.0028
32 7.5303 · 10−4

64 1.9452 · 10−4

Figure 4: A lépésszám növelésével a hiba másodrendben csökken.
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A gradiens közeĺıtése

kocka határán: |∇u| ≈ |∂vu|
A 6. ábrához tartozó feladat: f (x , y , z) =
3e−10(x−0).2−10(y−0).2−10(z−1).2 + e−10(x−0.8).2−10(y−0.7).2−10(z−1).2

Figure 5: |∇u| közeĺıtése a
határon az eredeti feladat
esetén.

Figure 6: A közeĺıtett |∇u|
kettős Gauss-forrás esetén.
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Hiányos kocka konkáv sarokkal (Fichera corner)

Egy olyan 1 élhosszúságú kocka, melynek az egyik sarkából elhagytunk egy
1
2 élhosszúságú kockát.

Figure 7: Hiányos kocka konkáv sarokkal (Fichera corner).
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Az együtthatómátrix struktúrája - a C segédmátrix

Jelölések: Legyen a = sN + (N − s)s, ahol s = ⌊N2 ⌋.

B̃ = tridiag(−1, 6,−1) ∈ RN×N
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Az együtthatómátrix struktúrája - a D segédmátrix

B̃ = tridiag(−1, 6,−1) ∈ RN×N , B̂ = tridiag(−1, 6,−1) ∈ Rs×s

Figure 8: A D mátrix
struktúrája N = 5 mellett.

Figure 9: A D mátrix
struktúrája N = 7 mellett.
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Az együtthatómátrix struktúrája - az A segédmátrix

A2 = AT
1

Figure 10: Az A mátrix
struktúrája N = 5 mellett.

Figure 11: Az A mátrix
struktúrája N = 7 mellett.

A módszer együtthatómátrixa Ah = 1
h2
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Futtatási eredmények


−∆u = f ,

u
∣∣
∂Ω

= 0,

f (x , y , z) = 12π2 sin(2πx) sin(2πy) sin(2πz)

Belső rácspontok száma (N) Hiba nagysága

3 0.2337
5 0.0628
7 0.0530
9 0.0289
11 0.0232
15 0.0130
17 0.0098
19 0.0083
21 0.0066
25 0.0048
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