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A szakdolgozatomban bevezettiik az (f, g; > w)-FAS feladatot egy rangsoroldsi feladat altala-
nositdsaként. Az Onallé Projekt keretein beliil is ezzel a feladattal és kapcsol6dé graffelbontdsi
kérdésekkel foglalkoztunk.

Az (f,g;> w)-FAS feladat soran adott egy D = (V, E) irdnyitott hurokélmentes graf, egy
w: F — R, élsilyozdssal. A cstiicsokon adottegy f : V — R, alsé korlatésegy g : V — R,
fels6 korlat. Azt szeretnénk eldonteni, hogy 1étezik-e olyan sorrendje a csicsoknak, mely szerint
minden v cstcsra teljesiil, hogy f(v) < Bw(v) < g(v), azaz minden csuicsnak a sorrend szerinti
bal sulyozott kifoka a csicshoz tartozé alsé és felsd korldt kozott van. A feladat élstilyozatlan
esetét (f, g)-FAS feladatnak nevezziik.

Megmutattuk, hogy a feladat polinom idében megoldhatd, ha minden cstcsra csak fels6 kor-
14t adott. Ehhez tekintsiik azt az algoritmust, amely minden 1épésben rogzit az utolsé szabad
helyre egy csicsot, melynek a silyozott kifoka legfeljebb akkora mint a g(v) fels6 korldt,
és torli a grafbdl. Ha az algoritmus nem akad el, akkor megengedett megoldést ad. Beldttuk,
hogy ha elakad, akkor nem létezhet megoldas. Ebbdl kovetkezik, hogy pontosan akkor 1étezik
(—00, g; > w)-FAS problémara megengedett megoldas, ha nem létezik olyan feszitett részgraf,
melyben minden v csticsnak a részgrafra megszoritott silyozott kifoka nagyobb mint a g(v) fel-
s6 korlat. Hasonl6 algoritmus, illetve karakterizacié adhat6 a feladat csak als6 korlatos esetére.
Tovabba a feladat akkor is megoldhatd, ha vegyesen adottak alsé és felsd korlatok, de minden
csucsra vagy csak als6 vagy csak felso korlét adott.

A feladat egy érdekes alkalmazdsaként polinom id6ben eldonthetd, hogy egy irdnyitott graf
felbomlik-e egy befenyves €s egy aciklikus részgraf unidjdra. Megmutattuk, hogy pontosan
akkor létezik ilyen felbontds, ha a g = 1 fels6 korldtos (—oo, g)-FAS feladat megoldhatd, azaz
ha nem létezik olyan feszitett részgraf, amelyben minden csicsnak a részgrafra megszoritott
kifoka legaldbb 2.

Egy maésik alkalmazdshoz tekintsiink egy versenyt, ahol kiillonb6z6 birdk sorrendeket dllitanak
fel a versenyzOk halmazan. Egy versenyzd elégedetlenségének nevezziik azon versenyzok sza-
mat, akiket megel6z a birok tobbségénél, de a kdzos sorrendben nem. Célunk egy olyan k6zos
sorrend meghatdrozdsa. amely minimalizdlja a versenyzdk elégedetlenségének a maximumat.
Ezen feladat ekvivalens egy irdnyitott grafon egy olyan csticssorrend keresésével, amely mi-
nimalizdlja a maximadlis bal kifokot, igy polinom id6ben megoldhaté az (—oo, g)-FAS feladat
segitségével. Mas hasonlo rangsorolasi feladatok, példaul amikor a birdk elégedetlenségének a
maximumat szeretnénk minimalizdlni NP-teljesek [2].

Az algoritmus egyszertisége miatt felmeriil az (f, g)-FAS feladat nehézsége kis modositdsok
esetén. Beldttuk, hogy a feladat NP-teljes, ha egyetlen csticsra pontos elbirds, a tobbi csicsra
csak felsd korlat adott. Hasonl6 természetes mddositds, ha nem koveteljiik meg az élsulyozas
nemnegativitdsat. Belattuk, hogy ez a feladat is NP-teljes.

Vizsgaltuk az élsdlyozatlan (f, g)-FAS feladatot specidlis korlatok esetén, példaul ha minden
csucsra azonos alsé és fels6 korldtok adottak. Belattuk, hogy a feladat NP-teljes, mér akkor is
ha a graf minden csuicsdnak a silyozatlan értelemben vett foka legfeljebb 6, és az f = ¢ korlat
egy csticsban 0, a tobbiben 1.



A tovédbbiakban ratériink az ebben a félévben elért eredményekre. Kordbban l4ttuk, hogy azo-
nos alsé és fels6 korlatok esetén a feladat NP-teljes. A specidlis korlatos esetek masik vég-
lete, ha minél nagyobb a kiilonbség az egyes csiicsokhoz tartoz6 alsé és felsd korlat kozott.
Azzal a feladattal foglalkoztunk, amikor adott egy s elsé cstics és egy t utolsé cstics, melyek-
re f(s) = g(s) = 0és f(t) = g(t) = 6(t) és minden v # {s,t} cstcsra f(v) = a és
g(v) = 6(v) — b korldtok adottak, valamely a és b konstansokra. Szemléletesen olyan csicssor-
rendet keresiink, melyben s az elsd csucs, ¢ az utolsé és minden koztes csicsbdl kiindul balra
legaldbb a darab €s jobbra legaldbb b darab él. A ,legtdgabb” korldtos a = b = 1 paraméteres
esetben olyan csucssorrendet keresiink, melyben az s és a ¢ csucs kivételével minden csucs-
bél kiindul legaldbb egy él balra és legaldbb egy él jobbra. A szakirodalomban ezt a feladatot
irdnyitott grafokon értelmezett s-t szdmozas feladatnak nevezik €s ismert, hogy polinom id6-
ben megoldhat6 [3]. Bebizonyitottuk, hogy a feladat Iényegében barmilyen szigoribb korlatok
esetén NP-teljes, tehat az elsd és utolso csucs kivételével f > 1, g < 6 — 2 korlatok esetén.

Az (f, g)-FAS feladat egy természetes mddositasaként bevezettiik a d-tavolsagu ( f, g)-FAS fel-
adatot, melyben az egyes cstucsokhoz tartoz6 g felsé korldt az 6sszes csucs helyett csak a meg-
el6z4 (legfeljebb) d csdcsra vonatkozik, azaz mindeni € {1,...,|V|}-re az i-edik helyre keriil§
cstcs eldtti min{d, i — 1} darab csdcsra. Specidlisan a d = |V/| esetben visszakapjuk az eredeti
feladatot. Megmutattuk, hogy a d-tavolsdagi (—oo, g)-FAS feladat polinom id6ben megoldhatd,
ha d = |V| — ¢ valamely c konstansra. Azonban a feladat NP-teljes, ha a csicsszdmra és a d
tavolsédgra teljesiil, hogy |V'| = (d+1)(I+ 1) — 2, ahol | = Q(|V|¢) valamely ¢ > 0 konstansra.
Ebbdl speciilis esetként kapjuk, hogy a feladat nehéz a d = 1 és a d = /|V/| esetben.

A tovédbbiakban specidlis tulajdonsagu feedback arc set-ekkel foglalkozunk, azaz egy irdnyitott
grafrol szeretnénk eldonteni, hogy felbonthaté-e egy specidlis alaku és egy aciklikus részgraf
unidjara. Példaul egy szeptemberi cikkben beléttak, hogy NP-teljes annak eldontése, hogy egy
graf felbomlik-e egy kor és egy aciklikus részgraf unidjéra, illetve egy irdnyitott diszjunkt kor-
fedés és egy aciklikus részgraf unidjara [1].

Korédbban ldttuk, hogy a (—o0, g)-FAS feladat alkalmazdsaként polinom idében eldonthetd,
hogy egy gréf felbomlik-e egy befenyves és egy aciklikus részgraf unidjara. Azonban megmu-
tattuk, hogy legkisebb élszamu befenyvesre és aciklikus grafra bonthat6sag NP-nehéz feladat.

A befenyvesre és aciklikus részgrafra bonthatdsag akkor is megoldhato, ha bizonyos csucsokroél
megkoveteljiik, hogy a befenyvesben gyokerek legyenek (lehet, hogy mas csucsok is gyokerek
lesznek). Ennek a feladatnak a nehézsége nyitott kérdés, ha pontosan egy gyokeret koveteliink
meg, azaz befenydre és aciklikus részgrafra bontast keresiink. Azonban ismert, hogy befenyore
és feszitd aciklikusra bonthatdsdg NP-teljes [1]. Megmutattuk, hogy minimadlis koltségii befe-
nydre €s aciklikus grafra bonthat6sdg NP-nehéz feladat, mar 0-1 élkoltségek esetén is.

Foglalkoztunk tovdbba pdrositasra és aciklikus részgrafra bonthatdsdggal. Reméltiik, hogy ha
nem koveteliink meg feltételeket a parositas méretére, akkor a befenyvesek esetéhez hasonléan
megoldhaté feladatot kapunk. Azonban beléttuk, hogy mar péaros grafokon is NP-teljes feladat
eldonteni, hogy felbonthatéak-e egy teljes parositds és egy aciklikus részgraf unidjdra, illetve
tetszOleges parositas és aciklikus részgraf unidjéra.

Az eredményekbdl TDK-dolgozat késziilt magyar nyelven. A kovetkezd félévben folytatjuk a
graffelbontasi feladatok vizsgalatat, és cikket frunk a t€émabdl.
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