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Bevezetés

Adott a pozitiv egész szamok halmazanak egy részhalmaza, a D alaphalmaz. Nevezziik D altal
generaltnak azt a grafot, melynek csicsai a természetes szamok, és két cstics kozott pontosan akkor
halad él, ha a hozzajuk tartozé szdmok kiilonbsége a D halmaz eleme.

A projekt keretében néhany specialis alaphalmaz esetén vizsgaltuk az altaluk generalt grafok
kromatikus szaméat. Az [1] cikkben teljes kord valaszt taladlunk az Gsszes, legfeljebb haromelemt, va-
lamint azon négyelemt alaphalmazok esetén, melyek tartalmazzak elemként a 2-t és a 3-at, viszont
a négyelemt eset altaldnosan nem megoldott. Célunk a kérdés vizsgalata tovabbi négyelemi alaphal-
mazok esetén elemi eszkozokkel és python nyelven irt segédprogrammal. A félév soran az {1,2,x,y}

és {1,3,x,y} alaka alaphalmazokkal foglalkoztunk.

Felhasznalt allitasok

1. Definici6é. Egy grdf kromatikus szdma az a szdm, ahdny szin sziikséges és elegendd o grdaf csucsa-
inak szinezésére gy, hogy barmely két, éllel dsszekdtott csics kilonbozd szini.

A D halmaz dltal generdlt grdf kromatikus szamdt jeldlje x (D).
2. Allitas ([1]). x(D) < |D| + 1.

Feltehetd, hogy D elemeinek legnagyobb kozos osztéja 1, ugyanis ellenkezd esetben, ha x > 1
kozos osztojuk, akkor a graf fliggetlen részgrafokra bomlik, melyek izomorfak a D/z := { % | d € D}
halmaz altal generalt graffal. Ennek felhasznalasdval a kovetkezs tételek megadjak a kromatikus

szamot barmely két- és hdromelemt alaphalmaz esetén.

3. Allitas ([1]). D = {a,b}, a # b, Inko(a,b) = 1 esetén x(D) = 2 pontosan akkor teljesiil, ha a és
b is pdratlan, kilénben x(D) = 3.

4. Tétel ([1]). Legyen D ={a,b,c}, a <b < ¢, Inko(a,b,c) = 1. Ekkor
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A tovabbiakban négyelemt alaphalmazokkal foglalkozunk.

5. Tétel ([1]). |D| = 4 esetén x(D) = 5 pontosan akkor teljesil, ha D = {1,2,3,4m}, vagy D =

{z,y,y — x,y + x}, ahol x és y pdratlan természetes szamok.

A D={1, 2, x, y} eset

Ebben a részben feltessziik, hogy az 1 és a 2 eleme az alaphalmaznak.
A 3. allitas alapjan x({1,2}) = 3, ezért x(D) > 3. Tovabba az 5. tétel miatt x(D) = 5 pontosan
akkor, ha D = {1,2,3,4m}. Igy a tovibbi esetekben a kromatikus szdm csak 3 vagy 4 lehet.

6. Allitas. x(D) =3 < 3{xy.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy 3 a kromatikus szam, és jeloljiik a szinezéshez hasznélt szineket az A,
B és C betiikkel, a 0 cstcs szine legyen A. Ekkor az 1-es szine nem lehet A, legyen ez B. 1,2 € D
miatt a 2-es csics szine csak C lehet, és a teljes szinezés meghatarozott:

ABCABCABC.

Tehat 1,2 € D, x(D) = 3 esetén egyféle szinezés lehetséges. Ebben minden harmadik szam kap

ugyanolyan szint, tehat ez pontosan akkor j6, ha D nem tartalmaz harommal oszthat6 szamot. [

A fentiek miatt a D={1, 2, x, y} esetet teljes egészében lefedtiik.

A D={1, 3, x, y} eset

A tovabbiakban feltessziik, hogy az 1 és a 3 eleme az alaphalmaznak.
Az 5. tétel miatt x(D) = 5 pontosan akkor, ha z = 2 és y = 4m, tovabba x(D) = 2 pontosan
akkor, ha x és y is paratlan (3. allitas). A kimarado esetekben a kromatikus szam 3 vagy 4. Az alabbi

két allitds megadja a valaszt néhany specialis alaphalmaz esetén.
7. Allitas. D = {1,3, 2,2 + 1}, o > 4 esetén x(D) = 4.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy x(D) = 3. Tekintsiik a generélt graf azon részgrafjat, ami a 0, 1, 2, 3,
x, x+ 1, x4+ 2 és x + 3 cstucsokat tartalmazza. A 0, x és x + 1 csticsok hdromszoget alkotnak, ezért
ezeket harom kiilonb6z§ szinnel kell szinezni. Az alabbi dbran lathatoé tovabbi haromszogek miatt a

tobbi csics szine ezutdn meghatarozott.
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A 0 és a 3 szine azonos, viszont kozottiik is halad él a grafban, igy ez a szinezés nem j6. Harom
szin tehat nem elég a graf cstucsainak jol szinezésére, igy az 5. tételt felhasznalva a kromatikus szam
4. O

8. Allitas. D = {1,3,z,22}, o > 5 esetén x(D) = 3.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy a kromatikus szam legalabb 3, igy elegend$ megadni egy jo szinezést 3
szinnel. Jel6lje a hasznalt szineket A, B és C.
1. eset: x paratlan szam.

k-x és (k+ 1)z kozott mindig két szint hasznalunk felvaltva, az alabbi modon:
zélBABAB...BCBCBC...QC’ACACA...éélBABAB...

Konnyedén ellendrizhets, hogy ez jo szinezés.
2. eset: x paros szam.

Szinezziik a csicsokat 0 és (v — 3) kozott felvaltva az A és B szinekkel. (x — 2) szine legyen C,
(x — 1) szine B. Ezutan x-t6l (2z — 3)-ig felvaltva C és A. Ezt kévetGen (2z — 2) B, (2o — 1) pedig
A szinnel szinezett. 2z és (3xz — 3) kozott legyen felvaltva B és C, végiil (3x — 2) és (3z — 1) szinei

A és C'. Innentdl ez a 3x-hosszi szakasz ismétlédik periodikusan.
zélBABAB..J??)CBCACACA...243BA§CBCBC...gquC?{lBABAB...

Ebben az esetben is lathato, hogy jo szinezést kaptunk. O]

Tovabbi célok

A D={1, 3, x, y} eset még tovabbi vizsgalodast igényel, azonban a {6 cél a kromatikus szam meg-
hatarozasa minden négyelemt alaphalmaz esetén. Erdekes kérdés lehet tovabba, hogy mely végtelen
halmazokra adhaté meg a valasz. Példaul, ha D a primszamok halmaza, akkor egyszertien belathato,
hogy x(D) = 4.
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