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1 Bevezetés

A félév soran az éldiszjunkt feny6pakolasok témakorébe es6 kiilonboz6 tételek feldolgozasaval foglalkoz-
tam nagyrészt 6néllé feladatmegolddson keresztiil. A hosszutdvi cél az [I]-ben szerepld fenySpakoldsokrdl
sz0l6 tételek kiterjesztése.

2 Fenyopakolasok

Adott egy gyokeres digraf D = (V + s, A), ahol s a gyokér. Nincsen s-be belépd él és az s-bdl kimend
éleket gyokéréleknek hivjuk. Egy s-gyokerti fenyot s-fenyonek hivunk. Ha X,Z C V + s, akkor
0z(X) jelolje a Z — X-boOl X-be 1épd A-beli élek szamét.

Tétel 1. (Edmonds, erds alak [3]) Legyen {B1,..., By} D gyokéréleinek egy particidja. D-ben pon-
tosan akkor létezik olyan Ti,..., Ty €élidegen feszité s-fenyd, amire T; gyokérélei B; részhalmazdt
alkotjdk minden i =1,...,k-ra, ha oy (X) > [{i € {1,...,k} : BN ps(X) =0} minden ) # X C V-
re.

Egy v € V csticsra P(v) jelolje azon V-beli csicsok halmazdt amibél elérhetd v és egy X C V
halmazra P(X) := J,cx P(v). Edmonds tételébdl levezethets egy erésebb éllitds, az tin. Japan-
feny6tétel [5], ami arrdl az esetr6l mond valamit, amikor van olyan i € {1, ..., k}, amire nem minden
csucs érhetd el s-bdl B;-beli éleken keresztil.

Tétel 2. (Kamiyama, Katoh es Takizawa [5)]) Legyen {Bu, ..., Br} D gydkéréleinek egy particidja. D-

ben pontosan akkor létezik olyan T, . .., Ty élidegen feszitd s-fenyd, amire T; gyokérélei B; részhalmazdt
alkotjak minden i =1,...,k-ra és eqy csucs pontosan akkor van T;-ben, ha B; végpontjaibdl elérhetd,

ha ov(X) > |{i € {1,...,k} : BiNos(P(X)) # 0} — [{i € {1,...,k} : B;Nos(X) # 0} minden

0 #X CV-re.

Tegyiik fel, hogy adva van egy M = (95(V),r) matroid a gyokéréleken. Ekkor a Ti,..., Ty s-
feny6k pakolasat M-alaptinak hivjuk, ha minden T; pontosan egy e; gyokérélet tartalmaz és minden
v €V csicsra {e; 1 v € V(T;)} az M egy bézisét alkotja.

Tétel 3. (Durand de Gevigney, Nguyen, Szigeti [2]) Pontosan akkor létezik D-ben egy M-alapi s-
fenydpakolds, ha oy (X) > r(M) — r(0s(X)) =: p(X) minden X C V-re.

Ez a tétel bebizonyithatd az erés Edmonds tételhez hasonléan. Egy X C V halmaz fesziti az
Y C V halmazt, ha 05(Y) C spanpr(0s(X)). Egy uv élet rossznak hivunk, ha v fesziti u-t, jénak,
ha nem. A sziikségességet a kovetkezo feladatokon keresztiil lehet bebizonyitani:

1. Egy X C V halmazt nevezziink pontosnak, ha gy (X) = p(X). Bizonyitsuk be, hogy metszd
pontos halmazok metszete és unidja is pontos.

2. Legyenek X,Y C V pontos halmazok. Bizonyitsuk be, hogy ha egy v csicsot feszit X és
Y is, akkor X NY is fesziti s-et. Ez valgjaban a kovetkez6 matroidelméleti allitas: legyen
M = (S,r) egy matroid és X,Y C S, amikre 7(X) +7(Y) =r(X UY) +r(X NY). Ekkor ha
s € span(X) N span(Y), akkor s € span(X NY).

3. Bizonyitsuk be, hogy ha X C V nem feszit jé élet, akkor minden v € X fesziti X-et.

Bizonyitsuk be, hogy ha nincs j6 él, akkor csak gyokérélekbol lehet jo fenyGpakolast késziteni.

5. Egy pontos halmazt nevezziink veszélyesnek, ha létezik olyan jé belépé uv él, amire X fesziti
u-t. Tegylk fel, hogy uv egy olyan jé él, ami nem 1ép be veszélyes halmazba. Toroljiik ki
uv-t D-bol és hiizzunk be v-be egy 1j gyokérélet, és bovitsiik ki M-et gy, hogy az 1j gyokérél
legyen parhuzamos egy olyan u-ba belép6 gyokéréllel, amit nem feszit a v-be belép6 gyokérélek
halmaza. Bizonyitsuk be, hogy ki tudjuk u egy olyan gyokérélét valasztani, amivel az 1j grafban
teljestilnek a tétel feltételei.

6. Legyen X egy tartalmazasra nézve minimalis veszélyes halmaz. Lassuk be, hogy feszit jo élet.

7. Lassuk be, hogy az el6z6 feladatbeli él nem 1ép be veszélyes halmazba.

e

A Ty, ..., Ty éldiszjunkt s-fenySket M-alapi elérhetdségi pakoldsnak hivjuk, ha minden T;
pontosan egy e; gyokérélet tartalmaz és minden v € V' cstcsra az {e; : v € V(T;)} fesziti a ps(P(v))
halmazt.



Tétel 4. (Cs. Kirdly [6]) Pontosan akkor létezik D-ben egy M-alapi elérhetdségi s-fenydpakolds, ha
ov(X) > r(0s(P(X))) —r(0s(X)) := p(X) minden X C V-re.

Ez a tétel bebizonyithaté a[d Tételbdl annak mintdjara, ahogy az[l] Tételbsl bebizonyithaté a
Tétel (Horsch-Szigeti []). A szitkségesség bizonyitdsdnak vézat a kiivetkezd feladatok adjdk:

1. Legyen C' a D egy er8sen Osszefiiggé komponense. Lassuk be, hogy minden csicsa r(os(P(C)))
feny6ben van benne a pakolasbdl.

2. Legyen Dy := D — C es My := M|ps(V — C). Léssuk be, hogy Di-ben létezik Tll,...,qu
M;-alapi elérhetéségi fenydpakolds ej, ..., e} gyokérélekkel.

3. Legyen T := {ty, : uwv € Aju € V—C,v € C}. Legyen D' := (CUT + s,A’), ahol A’ =
E(D[C + 5]) U {tuut, (10 (P(C))) = (0s(P(w)))) - vty (00 (P(1))) - sty © tun € T} (egy e
elre es k természetes szdmra k - e azt jelenti hogy e-nek k db parhuzamos példdny&t vessziik).
Definialjuk az M’ matroidot D gyokérélein: o (C) élein vegyiik M megszoritdsét és képezziik a
tuy-be mend 1j gyokérélekre az u-t tartalmazé T} fenySk gyokéréleit igy, hogy ha egy u € V —C-
bol tobb él is megy C-be az eredeti grafban, akkor az ezekhez az élekhez tartozé T-beli csicsokba
mend 4j gyokérélek azonos e} élhez rendelt példdnyai legyenek parhuzamosak. Léssuk be, hogy
D' M’-alapt fenySpakoldsai osszerakhaték a T7, ... ,qu feny6kkel tgy, hogy D egy M-alapu
pakolasdt kapjuk.

4. Léssuk be, hogy ha D-ben teljesiil a[d] Tétel feltétele, akkor D’-ben teljesiil af3] Tétel feltétele.

5. Lassuk be az erGsen 0sszefoggo komponensekre vett indukciéval a tételt.

Megjegyzendd, hogy az emlitett tételek mind az erés Edmonds tétel [3] dltalanositasai. Definidljuk
ugyanis a gyokéréleken a kovetkezd particiés matroidot: {Bi,..., B} legyen a partici és a korlat
minden i-re 1. Ekkor meggondolhatd, hogy ha az Tétel feltételei teljesiilnek, akkor a Tétel
feltételei is és az utébbi tétel dltal adott fenyOpakolas pont k éldiszjunkt feszitofenyo6t jelent.

3 Tovabbi tervek

[1] tobb fenySpakoldshoz kapcsol6dé tételt kimond, ezek kozil az elsé:

Tétel 5. (Frank, Bérczi [1]) Legyen D = (V, A) egy n csicsd digrdf és legyenek pq, ..., u pozitiv
egész szamok. Pontosan akkor létezik D-ben k darab éldiszjunkt feszitéfenyves By, ..., By, amikre
|B;| = pi/ minden i =1,... k-ra, ha >, o(Vi) > 2521 maz(0,q — (n — pj;)) minden {Vi,...,V,}
szubparticidjara V -nek.

Ezen tételek mintajara szeretnénk karakterizalni, hogy mikor lehet egy 1j s csticsbdl gyokéréleket
behtzni, és az élekre egy adott M matroidot leképezni, hogy létezzen a tételekben el6irt feltételeknek
megfelel6 M-alapu s-feny6 pakolas. Mivel egy s-fenyOben 1évo gyokérélek szama meghatarozza a
gyokérélek elhagyasival kapott fenyves méretét, ezért ha a matroidunk az el6z6 szekcié végén leirt
particiés matroid, akkor megkapjuk az [5| Tételt.
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