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Onallé projekt 1
Romantikus kapcsolatok modellezése differencidlegyenletekkel

Az [5] tanulmanyban adott 0 < o1, &2, B1, B2, A1, A2, d1, d2 € R paraméterek esetén az

X = —oqx+ Py + A+ dixy = g1(x,y),
(D
Yy = —oy+ Bax+ A1+ dixy =: g2(x,y)

kozonséges autondém differencidlegyenlet-rendszer egyensulyi helyzeteinek stabilitdsat tanulményoztak, ahol az
egyes paraméterek jelentése a kovetkezd:

e az oy, xp paraméterek jelentik az elfelejtés ("oblivion’) folyamatét;

e a 31, B2 paraméterek a masik személy érzelmeire valo reakciét jelolik;

e az A; paraméter az i-edik személy attraktivitasat Cappeal’) jelenti (i € {1, 2});
e ad; (i €{1,2}) paraméterek a felek Osszeszokasat (adaptacidjat) mérik,

tovabba x(t) jeldli az egyik személy érzelmeinek mértékét, y(t) pedig a masikét a t idGpillanatban.

Az (I)) rendszer egyensiilyi helyzetei az {x = 0, = 0} egyenletrendszer megolddsaval kaphatok meg. Ha

m = 2(B1d2 + «zdy),

n = 2(Pady + odz),

D = —4(cA;+A1B1)(B2d1 + ordy) + (e — B1B2 — Ardy + Azdy)?, )
p = Ajdi —Ady,

q = BiP2—xo,

akkor (vo. [Il 4bra)
1. aD < 0 esetben az (I)) rendszernek nincsen egyensilyi helyzete;

2. aD = 0 esetben az (1)) rendszernek egyetlen egyensiilyi helyzete van:

B (—p—q’p—q>;
n m

3. aD > 0 esetben az (I) rendszernek két egyenstilyi helyzete van:

£ <—p—q+\5,p—q+\5> . b (—p—q—\@’p—q—@)

m m

Megjegyezziik, hogy az [5] tanulményban az egyensilyi helyzet szdmolését elrontottdk: a két 1étezd egyensulyi
helyzet helyett — egy apré szamolasi hiba folytdn — négyet véltek felfedezni. Az [5]-beli lokdlis stabilitdsvizsgalat
sem korrekt.

Mivel g = (g1,92) € €', ezért teljesiilnek a lokalis egzisztencia és unicitasi tételek: az (T)) rendszerre vonatkozé
kezdetiérték-feladatnak pontosan egy megoldédsa van. Amennyiben az (1)) rendszer nem robban fel, (I)) valamely E
egyenslilyi helyzetének stabilitdsdra elégséges feltételt szolgaltat az A := g’ (E) Jacobi-matrix Hurwitz-stabilitdsa:

az A matrix sajatértékei a C~ baloldali nyilt félsikban helyezkedjenek el. Ez azzal egyenérték, hogy axy (z) := z%—



Tr(A)z + det(2A) (z € C) karakterisztikus polinom Hurwitz-stabilis, azaz det(2() > 0 és Tr(A) < 0
teljesiil.
Az () rendszer jobb oldaldnak Jacobi-métrixa nem mds, mint

—o+diy B+ dix

2
Br+dy —oap+dyx (boy) € BY).

g'(x,y) =

Konnyen lathat6, hogy ha 1 := /D, gy az
e E =E, esetben det(2(,) = 0, ill.

- +
TI’(Q[*) = _(CX] + 0(2) +d; - u —dy- u;
n m

e E =E, esetben det(A,) = —Lill.

—q+1 l—p—
Tr(2y) = —(oq +o0) +dy - P47 g, P74,
n m

e E =FE_esetbendet(A_) =1,ill.

1 —q—1
.wﬂb.&_
n m

Tr(A-) = —(o + 2) — dy

Mivel az 2, métrix egyik sajatértéke zérus, ezért a linearizdldsos technikdval nem donthet§ el az E, egyenstlyi
helyzet stabilitdsa: E, lehet stabilis és labilis is. Mivel ebben az esetben az 2, matrixnak egyetlen nem-zérus
sajatértéke van: Tr(2A_), ezért a stabilitdshoz sziikséges a

Tr(A-) < 0, azaz —q<p<gq

feltétel teljesiilése.
Konnyen belathatd, hogy igazak az alabbi tételekben megfogalmazott allitasok.

Tétel (vo. [4]). Ha az (I)) rendszer nem robban fel, D > 0, akkor az E. egyensiilyi helyzet nem stabilis
(labilis).

Biz. A tétel feltételeinek fennallasa esetén E_ hiperbolikus egyensulyi helyzet, ui.
det(2A+) =—-1<0,
igy a Hartman-tétel kovetkeztében E . (labilis) nyeregpont. ll
Most megvizsgéljuk az E_ egyenstlyi helyzet lokdlis stabilitdsat. Mivel
det(A_) =1>0,

ezért a
Tr(A_) < 0.

esetben E_ lokdlisan aszimptotikusan stabilis. A nyomfeltétel teljesiil, ha

p—q—1<0 €s p+q+1>0.

Tétel (vo. [4]). A fazissik elsd negyedében az (I)) rendszernek nincsen nemtrividlis periodikus megoldésa.

Biz. Alkalmazva a Bendixson-Dulac-kritériumot a

1
h(X,y) :@ (X)y>0)
Dulac-fiiggvénnyel
. Br A B2 Ay
div(hg)(x,y) = 2 sz - ? - xiyz <0 (x,y >0) (3)

adédik. W
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1. abra. Az (I) rendszer fazisportréja, ill. egyensiilyi helyzeteia D < 0,aD =0ésa D > 0 esetben.



