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1. Bevezetés

Ebben a félévben az 1j témam a Cimkézett faik kompakt reprezenticioja.

A feladat a kovetkezs: Legyenek Ay, Ao, ..., A, kevés elembdl all6 halmazok. Ve-
gyiik ezek Descartes-szorzatdnak egy részhalmazat, amelyet dltaldban valamilyen
szabdlyrendszer definidl. A cél az, hogy ezen kombinécidkat a minél hatékonyab-
ban kodoljuk el ugy, hogy azokkal hatékonyan végezhessiink bizonyos mitveleteket,
példdul a reprezentalt kombindciok modositdsat vagy a koztiik valé keresést. Ezt a
problémat az irodalomban nagy részt igynevezett decision diagramokkal [1] repre-
zentdljak.

A {6 kérdés az, hogy milyen egyéb mddon lehetne egy-egy ilyen kombinacié hal-
mazt hatékonyabban reprezentdlni. Az elméleti vizsgalatok mellett célunk heurisz-
tikus algoritmusok kidolgozdsa és implementdldsa is, és ezek Osszevetése a kordbbi
megolddsokkal, tobbek kozott a CUDD nevid C++ [2] és a dd [3] nevl python
konyvtarakkal.

1.1. A félév menete

A félév els6 részében az el6z8, 1-2-3 sejtéssel kapcsolatos téma lezdrasdval foglal-
koztunk: Befejeztiik a cikkirdst a t¢émabdl, majd kiegészitve a tavalyi TDK dolgoza-
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tomat az 4j eredményekkel, bekiildtiik az OTDK dolgozatomat. Tovabba elkészitet-
tiikk a témat arra, hogy a 2023-as Japan-Magyar [4] konferencidn elGadhassunk vele.
Majd ezeket kovetSen attértiink az 4j téma, a cimkézett fak kompakt reprezenticioja,
vizsgdlatara.

A fent emlitett 4j téma kapcsdn el§szor az irodalom felkutatdsaval foglalkoztunk,
hogy kialakuljon benniink a kép, hogy milyen irdnyokba érdemes indulni €s uj fajta
lehetséges reprezentacidkon gondolkoztunk.

A beszamol6 tovabbi részEt a volt témdban elért, 4j eredmény bemutatdsaval kezd-
jiik. Ezutédn 4ttérve az 4j témadra szemléltetjiik a f6bb megkozelitési mddszereket a
feladatra az eddigi irodalomban, majd védzolunk 1j fajta megkozelitési mddszere-
ket. Ezutan ismertetiink nehézségi eredményeket a témdval kapcsolatban, emellett
nyitott nehézségi eredményeket is €s potencidlis megkozelitési irdnyokat. Ezutdn
megvizsgaljuk, hogy egy Sudoku tdbla megolddsait miként tudjuk elkédolni minél
tomorebben. Végezetiil bemutatjuk, hogy a kovetkez6 félévben milyen irdnyokban
fogjuk folytatni a kutatast, mivel diplomamunkdmnak a téméja is ez lesz.

2. Az antifaktor feladat

Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogy egy kordbbi eredményiinket felhasznalva, 1asd
[5]-ben (3.5. Tétel), egy alternativ polinomidlis algoritmus adhaté az tgynevezett
Antifaktor problémara. Az antifaktor probléma a fokszdm-eldirt részgraf feladat egy
véltozatét vizsgalja, ahol minden csicson pontosan egy fok van megtiltva. Azaz adott
egy Osszefiiggd G graf, egy f : V — Z, hozzéarendelés €s egy olyan H részgrafjat
keressiik G-nek, hogy dgy(v) # f(v) teljesiil minden v € V-re. Ezt a problémat
Lovasz megoldotta [6] és kés6bb altaldnositottdk [7]-ben és [8]-ban. Egyszerien
megmutathatd, hogy a problémdnak mindig van megoldédsa, ha a graf tartalmaz

kort, ezért feltehetjiik, hogy G egy fa.
Mindenekel6tt tekintsiik a kovetkezd definiciot, majd feladatot:

2.1. Definicio. Egy adott G graf {a, b}-élsulyozasinegy w : E — {a, b} fiiggvényt
értiink, melyet megengedettnek neveziink, ha a z : V — 7Z indukdlt cimkék egy
megengedett szinezését adjak G-nek, ahol a, b kiilonbozs egész szdmok és z(v) =
ZeeA(v) W(e)~

2.2. Feladat. Adott egy G grdf, és néhany éle meg van siilyozva az {a, b} halmazbol,
ahol a és b két kiilonbozd raciondlis szam. A kérdés, hogy befejezhetd-e ez a suilyozas,
azaz tudunk-e a G grdafunk nem siilyozott éleihez olyan siilyokat rendelni az {a, b}
halmazbol, hogy az igy kapott {a, b}-élsiilyozds megengedett legyen.
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A [5]-es beszamoldban belattuk a kovetkezd tételt:

2.3. Tétel. A 2.2. Feladat polinom idében megoldhato fakon tetszoleges a, b esetén.
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iM+ f(v)-1

1. dbra. A 2.4. Tétel bizonyitadsdban szerepld konstrukci6 illusztracidja.

Most megmutatjuk, hogy az antifaktor probléma fdkon megoldhaté a 2.3. Tétel bizo-
nyitdsaban adott dinamikus programozdsi algoritmussal, amivel adunk egy alternativ
polinomidlis algoritmust az antifaktor probléma megoldésdra.

2.4. Tétel. Az antifaktor probléma fakon polinomialisan visszavezetheté annak az
eldontésére, hogy létezik-e egy adott fanak megengedett {0, 1}-élsiilyozdsa.

Bizonyitas. Vegyiik az antifaktor problémanak egy példanyat, azaz adva van egy G
faésegy f : V — Z, fiiggvény. Ezek alapjan polinom idében konstrudlni fogunk
egy G’ grafot, melynek akkor és csak akkor lesz megengedett {0, 1}-élsilyozasa, ha
az antifaktor probléma adott példianya megoldhato.

Kezdjiik a G’ graf konstrukcidjaval. A G graf egy mdsolatabdl indulunk ki, majd
minden v; € V-re médositsuk G’-t a kovetkez6képpen. Adjunk hozza Gj iM darab
v;-be csatlakozd levelet, ahol M = n+1. Legyen D; ezen Gjonnan hozzdadott csicsok
halmaza. Legyen u egy csics D;-bél és adjunk hozza a grafthoz (iM + f(v;) — 1)
darab ) kettd hosszu utat, melyeket csatlakoztassunk be u-ba, majd minden D;-beli
csucshoz, kivéve az u-t, adjunk hozzd egy levél élt. A 1. abran megtekinthetjiik a
konstrukciét egy adott v;-re. Nyilvdnvaléan G’ elGéllithaté polinomidlis id6ben. A
bizonyitds hétra levd részében belatjuk, hogy az antifaktor probléma pontosan akkor
oldhat6 meg G-re €s f-re, ha G’-nek létezik megengedett {0, 1}-€lstilyozasa.

Elgszor tegylik fel, hogy az antifaktor feladat megoldhaté G-re és f-re, és az ered-
mény részgrafot jeloljiik H-val. Ahhoz, hogy megkapjuk G’-nek egy megengedett
{0, 1}-élsilyozasat, allitsuk be G” €leinek silyat a kdvetkezSképpen: ha az e €l része
H-nak akkor w(e) legyen 1, egyébként legyen 0. Stlyozzuk az 6sszes maradandd
élt — melyek pontosan az tjonnan G’-hoz adott élek — eggyel. Vizsgiljuk meg,
hogy az igy kapott {0, 1}-élsilyozas valéban megengedett.



Az G’ graf G-beli csicsai kozott nem lehet litkozés, mert az indukalt cimkéje barmely
két ilyen cstiicsnak kiilonbozd: Mivel az Gjonnan hozzdadott élek hozzdjaruldsa a
cimkéhez iM és az eredeti éleké pedig legfeljebb n — 1, a v; csics legnagyobb
lehetséges cimkéje U; = iM +n —1 = (i + 1)n+1i — 1. Ezzel szemben a v;;| csucs
legkisebb lehetséges cimkéje L;y; = (i+1)M = (i+1)n+i+1, mely hasonl6 érveléssel
megmutathatd. Lathatjuk, hogy mindkét esetben L;.; szigorian nagyobb, mint U;,
azaz z,,,, > z,, minden megengedett {0, 1}-élsilyozdsban mindeni € {1,...,n—1}-
re, mivel Ly < z,,,,ésU; > z,,.

Figyeljiik meg, hogy a v; és a D;-ben 1év6 csicsok kdzott nem lesz titkozés, mivel H
egy megengedett megolddsa volt az antifaktor problémanak, igy a v;-re illeszkedd
1 sdlyu élek szama az eredeti grafban G-ben nem egyezhet meg f(v;)-vel a stlyok
beallitdsa miatt. A tobbi tjonnan hozzdadott maradék €l mentén szintén nem lesz
itk6z€s, ami nagyon kdnnyen atgondolhatd.

Maisodjara tegyiik fel, hogy G’-nek létezik megengedett {0, 1}-élsilyozdsa. Ekkor
legyen H a G graf 1 sulyu éleibdl 4ll6 részgrafja. Most megmutatjuk, hogy H
egy megengedett megoldésa az antifaktor problémanak G-re €s f-re. Minden v; és
D; \ {u} kdzott mend e €l silydnak muszdj 1-nek lennie, mivel minden D; \ {u}-beli
csucsra illeszkedik egy levél él, amely mentén iitkozés alakulna ki, ha az él stlya 0
lenne. Hasonl6 érveléssel minden A(u) \ {v;u}-beli élnek is 1 sulytnak kell lennie.
Ezek alapjan z(v;) = dg(v;) + |D; \ {u}| + w(viu) = dg(v;) +iM — 1 + w(v;u) és
z(u) = |A(u) \ {viu}| + wviu) = iM + f(v;) = 1 + w(vu), és a z(v;) # z(u)-bél
kovetkezik, hogy dy(v;) # f(v;), amivel belattuk a tételt. O

Az el6z6 tétel bizonyitdsdban megkonstrudlt fa pontosan akkor 0-1 tulajdonsigu,
ha a hozza tartoz6 antifaktor feladatnak van megolddsa. Ebbdl kovetkezik, hogy
az antifaktor feladat megoldhatésagara vonatkoz6 Lovasz-féle karakterizacid [6]
egyben Ol jellemzi a bizonyitds szerinti 0-1 tulajdonsdgu fékat is. Nyitott kérdés,
hogy ez a karakterizacio kiterjeszthetd-e tetszSleges fakra.

3. Cimkézett fak kompakt reprezentacioja

Ebben a fejezetben attériink az 0j témédmra, a cimkézett fak kompakt reprezentacio-
jéara. Vizsgdljuk a kovetkezé feladatot:

3.1. Feladat. Legyenek Ay, Aa, ..., A, kevés elembdl allo halmazok. Vegyiik ezek
Descartes-szorzatanak egy részhalmazat, amelyet dltalaban valamilyen szabdly-
rendszer definial. A cél az, hogy ezen kombindciokat a lehetd leghatékonyabban
kodoljuk el 1igy, hogy azokkal hatékonyan végezhessiink bizonyos miiveleteket, pél-
daul a reprezentalt kombindciok modositasat vagy a koztiik valo keresést.

A fejezet tovabbi részében elGszor is bemutatjuk a feladat motivaciéjat. Ezutdn
bemutatjuk, hogy milyen reprezenticiok a legelterjetebbek az irodalomban, és va-
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zolunk néhdny uj, az irodalomban nem megtaldlhat6 reprezentdciét a 3.1. Feladatra.
Ezt kovetSen ismertetiink néhdny nehézségi eredményt, és bemutatjuk a fontosabb
megoldatlan kérdéseket. Végezetiil figyelmiinket arra forditjuk, hogy egy sudoku
megoldasai hogyan tomorithetdek 6ssze minél jobban.

3.1. Motivacio

A kutatast ebben a témdban egy hétkdznapi probléma ihlette, amelyet bemutatok
ebben az alfejezetben. Autdk elGallitdsdhoz tomérdek dolgot kell specifikalni. Pél-
daul gyartas elStt meg kell adni hdny 16er6s motor legyen benne, kerekei méretet,
a szinét, vagy, hogy klimdval felszerelt legyen-e. Ezenfeliil vannak kritériumok,
mint példdul, hogy egy erds 150 16erds kocsi nem allithaté el6 a rendelkezésre allo
legkisebb kerékkel. A val6életben néhény tulajdonsdg megengedett kombinacioit
tdblazatokban taroljdk. Egy teljes bedllitast pedig akkor neveziink jonak, ha minden
tdblazatra megszoritva megengedett. Tehdt ezen kombindcié tdbldzatok eltaroldsa
adta a motivaciot.

Tehat a 3.1. Feladattal 6sszhangba hozva legyen n a tulajdonsdgok szdma. Ekkor
legyenek Ay, Ay, ..., A, a tulajdonsdg halmazok, azaz mindegyik halmaz feleljen
meg egy tulajdonsdgnak, mint példaul a fenti példaval élve, lesz i index, hogy az
A; halmazban az Osszes lehetséges kerék méret van. Ekkor minden halmazbdl kiva-
lasztva egy elemet, vagy egy érvényes, autoként elGallithaté kombindcidjat kapjuk
a tulajdonsdgoknak, vagy nem. Az érvényes kombindcidk az Ay, ..., A, halmazok
Descartes-szorzatdnak egy részhalmazat alkotjdk. Tehat ha ezen j6 kombindciokat

szeretnénk elkédolni, akkor visszakapjuk a bevezetésben bemutatott problémat.

3.2. Reprezentaciok a feladatra

Ebben az alfejezetben bemutatunk tobbféle — az irodalomban is hasznalt, s dltalunk
javasolt — reprezentdciot, amellyel modellezhetd a 3.1. Feladat.

3.2.1. Decision diagramok

ElGszor azt a megkozelitést mutatjuk be, melyhez tartoz6 adatstruktirdnak a legna-
gyobb az irodalma, az tgynevezett Decision Diagramokat [9] (réviden DD).

A digitélis rendszerek tervezése €s verifikicidja sordn szamos feladat hatalmas logi-
kai formulakkal felirhat6 problémdkra vezet. A Binary Decesion Diagramok (BDD)
ilyen formuldk megoldédsainak a halmazanak a reprezentdcidjara és manipulédldsara
az egyik legelterjedtebb megkozelités. A BDD-okat specidlisan Boole formulék, és
azzal felirhat6 feladatok reprezentdldsara taldltdk ki. A BDD-ok gyakorlatilag redu-
kalt binaris dontési fak, ami alatt azt értjlik, hogy a feladathoz tartozo bindris dontési



0]

2. abra. f = (a V b)-hez tartoz6 dontési fa, és BDD

fabol kaphatéak meg az uigynevezett redukcios eljarassal, amit a kovetkezkben be-
mutatunk.

Az algoritmus a kovetkez6 harom szabdly egymads utdni alkalmazdsabol all a dontési
fara, egészen addig, amig egyik szabdly sem alkalmazhaté mar:

1. Ugyanolyan cimkével (0 vagy 1) rendelkezd levél csticsok dsszevonhatdak.

2. Két belsd csics (nem gyokér, vagy levél), melyek gyerekei megegyeznek
Osszevonhatdak.

3. Ha egy belsé csicsnak egyetlen gyereke van, akkor kitoroljiik a grafbol és a
sziileibdl egybdl a gyerekeibe irdnyitjuk az éleket.

A 2. abran megtekinthetjiik az f = (a V b) logikai fliggvényhez tartozé bindris
dontési fat bal oldalon, mig a hozz4 tartozé BDD-ot jobb oldalt.

A megolddsai a reprezentdlt logikai fliggvénynek a kdvetkezd médon olvashatéak ki
a BDD-bdl: tekintsiik a gyokérbdl az 1-es termindlba vezetd utakat, és ha szaggatott
élen megylink at, akkor a valtozé értékét O-ra, mig ha telin, akkor a véltozo értékét
1-re allitva egy megoldasat kapjuk a fiiggvénynek. Lehetnek olyan utak, melyek
nem tartalmaznak minden szintrdl csdicsot, ebben az esetben a kimarado szintekhez
tartozoé valtozok értékét tetszGlegesen megvalaszthatjuk. De forditva is igaz, hogyha
adva van a véltozoknak egy kiértékelése, akkor a BDD-on végig menve megkapjuk,
hogy igy igaz vagy hamis lesz a logikai fliggvény értéke.

A feladatunk reprezentdldsahoz a BDD-ok egy altalanositdsara, a Multi Decision Di-
agramokra (MDD) lesz sziikségiink. Az MDD-okban minden valtoz6 értékkészlete
legalabb két elemt, viszont a késGbbiekben egy ennél is dltalinosabb adatszerke-
zetre lesz sziikséglink, mivel tulajdonsdg halmazaink nem azonos méretiiek. De ha
minden halmazt kiegészitiink segédvaltozokkal egy j6 reprezentdcidt kaphatunk,
melyben minden szintet megfeleltethetiink annak, hogy melyik tulajdonsdg halmaz-
bdl valasztunk ki éppen elemet.

A 3.4. Fejezetben bemutatjuk, hogy egy gyakorlati példiban miképp mikodtek a
Decision Diagrammok.



3.2.2. DAG reprezentacio

A feladatunkra tekinthetiink Gigy is, hogy egy DAG reprezentdlja a j6 kombinécidkat,
mégpedig ugy, hogy a j6 kombindciok pontosan az n hosszu utak. A kovetkez6 médon
egy j60 DAG reprezentaciot kaphatunk: Rogzitsiik az n szint mindegyikére, hogy
melyik tulajdonsdg halmaznak fog megfelelni. Az egyszertiség kedvéért tegyliik fel,
hogy az i. szinthez tartoz6 tulajdonsdg halmaz A;. Tegyiik fel, hogy az i. szintig mar
elGéllitottuk a reprezentaciot. Ekkor az i. szint Osszes csicsdra vegyiink fel |A;| Gj
élt, majd az O0sszes v csucson végig menve toroljiik ki azokat az éleket, amelyekhez
tartozo A; érték kombindlva a v-be vezetd tt éleinek megfelels értékekkel olyan

kombindcidt adnak, mely nem része egyik j6 kombindcionak sem.

Az igy kapott fa természetesen jO reprezentdcidja a j6 kombindcidknak, de a mi cé-
lunk minél tomorebb reprezentacid eldéllitasa. Ebbd a fabol az identikus részfakat
egy hash-el8s algoritmussal azonositva, majd ezeket egyesitve egy tomor reprezen-
tacié kaphato [10]. Ezen algoritmus miikodését a 3.4. Fejezetben bemutatjuk egy
példan keresztiil.

3.2.3. Séta reprezentacio

A 3.2.2. Fejezetben lattuk, hogy a DAG reprezenticidban egy n hosszi gyokér-levél
ut felel meg egy konkrét kombindcidonak. Ezen reprezenticié megismerése utin
felmeriilt benniink a kérdés, hogy milyen eredmények érhetSek el, hogyha egy olyan
reprezentéciot szeretnénk elGallitani, ahol az n hossza utak helyett pontosan az n
hosszu sétak felelnek meg a j6 kombindcioknak. A 3. dbra segitségével adunk egy
konstrukcidt, melybdl kideriil, hogy 1étezik olyan D, grafsorozat, melyhez tartozé
DAG reprezenticié mérete n-szerese egy séta reprezenticidjanak, azaz, ha n tart a
végtelenbe, akkor akdrmekkora lehet a két reprezentacié méretének az aranya.

Tekintsiik a 3. dbrat. Az a) dbrén illusztrdljuk a kiinduldsi D, irdnyitott aciklikus
grifot, mely alljon egy adott H graf 1 +2+4+...+2" = 2! 1 darab mésolatabdl
az dbran bemutatott médon, ahol a haromszogek reprezentdljdk a H graf masolatait.
Emellett ezen H rendelkezzen azzal a tulajdonsdggal, hogy a gyokerébdl egyetlen
egy €l megy lefelé. Tovabba a H grafok legyenek olyan DAG-ok, hogy tovdbb
mar nem tomorithetdek az el6z8 fejezetben emlitett hash-elds algoritmussal. Ekkor
D,, tomoritése a DAG reprezentdcidoban a b) esetben lathaté G graf lesz, ahol n
egymds alatti H graf lesz és az irdnyitott, hajlitott uv €élek annak felelnek meg,
hogy a reprezentacidban az u csucs azonositva van a v csuccsal. Ezzel szemben D,
tomoritése a séta reprezentdcioban, G,, barmely n-re Ggy fog kinézni ahogyan a c)
abréan lathatjuk.

Tehat lathatjuk, hogy |V(G1)| < (|V(H)| —2)n, mig |V(G,)| = |V(H)| — 2 minden
n-re. Konnyen dtgondolhat6, hogy az élek szdmanal is hasonlét kapunk, tehét tet-
sz0leges nagy is lehet a két reprezentdcié méreténekaz ardnya, ezzel motivdlva ezen



a) b)

c)

3. dbra. Az a) dbrdn l4that6 a D,, graf sematikus 4brdja, a b) dbrdn a hozz4 tartozé
DAG sematikus dbrdzoldsa, mig a c) dbrdn a hozza tartoz6 séta reprezenticio.
Minden haromszog a H graf egy mdsolata.

reprezentdcio vizsgalatat.

Ezen reprezentdcié tanulményozdsat is irodalomkutatdssal kezdtiik. Konkrétan a
séta reprezentdcidval még nem foglalkozott az irodalom, viszont jelentek meg cik-
kek, melyek a fa tomoritést Ggynevezett ,,top tree”-k segitségével csindltak [11, 12].
A top tree-k gyokereztetett, cimkézett, bindris fdk, melynek csicsai tgynevezett
,clustereket” reprezentdlnak. Ezen clusterek pedig az eredeti fa néhany részfajanak
feleltethet6ek meg. Megismerve ezen munkakat arra jutottunk, hogy ezekben a cik-
kekben vizsgalt médszer alapjaiban véve hasonld, de 0sszeségében mads, és érdekes
feladatnak tlinik ezen séta reprezenticidé megértése is.

3.2. Megjegyzés. Sok hasonl6 érdekes reprezentacid is szoba johetne még, egy ilyen
példa a pérositds reprezentdcio, ahol a j6 kombindcidknak pontosan a teljes péro-
sitdsok felelnek meg. A jovSben érdemes lehet ezen reprezentédcidk szélesebbkori
vizsgdlata és 0sszehasonlitdsa a fejezettben latottakhoz hasonldan.



3.3. Nehézségi problémak

Egy logikai fiiggvényhez tartozé BDD elGallitdsakor az egyetlen szabadsagunk ami
van, az a valtozok sorrendje. Amint a 3.4. Fejezetben is latni fogjuk az, hogy melyik
szintre melyik véltozo6t rakjuk a BDD eldéllitasakor 1ényegesen véltoztatni tudja a
BDD méretét. Nehézségi eredmények a témakorben a BDD-ok minimadlis méretével
foglalkoznak. Els§ eredmények kozott [13]-ban belattdk, hogy a dontési valtozata
a minimdlis méretd BDD keresésének NP-teljes. Ennek ellenére taldlhat6ak egzakt
megoldasi médszerek is az irodalomban [14, 15, 16]. Ezen (és tovdbbi) nehézségi
eredmények indokoljdk nem egzakt algoritmusok alkalmazasat a témdban. A legtobb

heurisztikus algoritmus lokdlis keresést hajt végre [17, 18].

Térjiink 4t approximdlhatdsédgi feladatok bemutatdsara. A [19]-es cikkben belatjak,
hogy tetszSleges ¢ > 1 konstansra, ha 1étezne c-kozelitd polinomidlis algoritmus
a minimalis méretd BDD feladatra, akkor P = NP teljesiilne. Approximdlhatsagi
irdnyban, legjobb tuddsunk szerint még megoldatlan feladat, hogy 1étezik-e nem
konstans approximdcids faktor. Sejtésiink szerint a kovetkez§ allitds is igaz lehet:
Minden € > 0-ra NP-nehéz n'~¢-on beliil kozeliteni a problémat, ahol n a valtozok
szdma. Ezen sejtés bebizonyitdsat el6szor a max klikk nem kozelithetési problémardl
prébalhatjuk visszavezetni.

3.4. Sudoku megoldasainak tomor reprezentacidja

A félév sordn szerettiink volna az elméleti fa tomoritési eredményeket gyakorlat-
ban is tesztelni. Ennek érdekében kivélasztottuk azt a feladatot, hogy vegyiink egy
sudoku tablat, és kodoljuk el minél tomorebben a megolddsait. Ezt a feladatot an-
nak a reményében valasztottuk, hogy az ebben a problémdban elért eredményeket a
késdbbiekben is fel tudjuk haszndlni, val6élet-beli tdbldzatok tomoritésénél.

Els6 1épésként sziikségiink volt egy olyan sudoku solverre, amely egy megkezdett
sudoku tabldhoz (lehet iires is) fel tudja sorolni az 0sszes lehetséges megoldast. Ez
egy backtracking algoritmussal a kovetkez8képpen oldhaté meg: Legyen megadva a
celldk feldolgozasi sorrendje; 7. Az i. szinten az T [i] cellat dolgozzuk fel: a lehetsé-
ges értékek mindegyikére kiprébaljuk, hogy azt beirva megoldhat6-e, azaz beirjuk
az értéket, és meghivjuk a rekurziét a kovetkezd szintre. Igy ezen algoritmussal el
tudjuk érni, hogy meghatdrozza az adott input sudoku Osszes megoldédsat. Ezt az
algoritmust tomoren azért irtuk le, mert a kovetkezGkben bemutatjuk, hogy hogyan
alakithato at tigy, hogy ne csak az 6sszes megoldast sorolja fel, hanem a futdsa végén
az 0sszes megoldds DAG reprezenticidjat adja vissza.

Legyen S egy uj szétar, melynek kulcsai halmazok, amelyekben tuple-6k vannak,
az értékek pedig egészek. A szotar minden eleme a DAG reprezentdcid egy cstcsa
lesz. Az értékek felelnek meg annak, hogy az adott csicsban hanyas sorszamu részfa
gyokerezik, a kulcsok pedig, hogy a gyerekei milyen sorszamu részfak (pontosabban



az algoritmus leirdsa sordn mutatjuk be).

A tomoritett DAG reprezentacionkat a backtracking soran épitjiik fel a kovetkezd-
képpen. Tegylik fel, hogy a backtracking fa egy v csticsdban, v-ben vagyunk, és a
backtracking most fejezte be a bejardsat a gyerekeiben gyokerez$ részfaknak, azaz
most 1épett vissza az utolsé gyerekébdl is. Ekkor indukcié szerint tudjuk, hogy a

gyerekekbe milyen részfak gyokereznek, legyenek a gyerekek vy, ..., vk, az értékek
amelyekkel a gyerekekbe 1éptiink rendre ey, . . ., ex, és az alattuk gyokerezd részfak,

pedig rendre Ti,...,T;. Legyen w := {(Ty, e1), (T2, e2), ..., (Tk, ex)}. Ekkor két
lehetGség van: 1) w € §, 2) w ¢ S. Az elsG esetben olvassuk ki S-bSl w értékét,
€s azzal térjlink vissza, mig a masodikban, bévitsiik S-et a w kulccsal, és a hozza
tartozo értékkel térjiink vissza, amely pedig legyen az eddigi legnagyobb részfa
sorszama plusz egy.

Tehat ezen backtracking algoritmus a futdsa sordn épiti az S szétarat, amelybdl a
legvégén kiolvashaté a DAG reprezenticid. Mivel a sziil§-gyerek kapcsolatok miatt,
amelyek a kulcsokban vannak eltdrolva szépen sorban felépithet6 a DAG. Viszont a
szotar struktardjabol adéddan nem egy dtlathatd reprezenticiot kapunk, ezért ezen
feliil az algoritmus sordn egy atlathat6 reprezentéciot is épiteni kell. Egy 3D tomb
megfelel ezen reprezentdcionak, mivel ennek azt kell tudnia, hogy az els§ index
szerinti i. helyen azon csucsokat kell tartalmaznia, amellyek i tdvolsdgra vannak a
gyokértdl az S szotar szerint.

Ezen reprezenticié kitaldldsandl a legfontosabb dolog amire iigyelni kellett, hogy
ha cserélni akarunk a véltozok sorrendjén, akkor az \j reprezentacié konnyen sza-
molhat6 legyen. Ebben a reprezentacioban két szomszédos szint cseréje megoldhatd
O(n?) idében, de ezen beszamold keretibe ennek a bemutatdsa nem fér bele [20].

Miutdn megvan a reprezenticio, figyelmiinket a véaltozék sorrendjének a megha-
tdrozasara fordithatjuk. Tehét a feladatunk, hogy kapunk egy sudokut, hatarozzuk
meg a megoldasait, és reprezentaljuk a lehetd legtomorebb mddon. Jelen esetben
4x4-es Sudokukat vizsgaltunk. Els§ 1épésként implementaltunk egy hasonl6 eljarast
a Sifting algoritmushoz [21], amely az irodalomban a legtobbet hasznélt atrende-
z€si algoritmus. Majd ezutdn egy sajat, szimuldlt lehidlésen alapul6é heurisztikus
algoritmust is implementaltunk. Ezen két algoritmus Osszevetését a 4. grafikonon
tekinthetjiik meg. Ebben a példdban vettiik a teljesen iires sudoku megoldésait, és
kiilonbozd valtoz6 sorrendekhez tartozé DAG reprezentacidjuk méreteit vizsgaltuk,
atrendezés eldtt, €s utdn. A vizszintes tengelyen szemléltetjiik a reprezentacié eredeti
méretét dtrendezés elStt, mig a fiiggdlegesen atrendezés utan. A kék pontok felelnek
meg a szimuldlt lehtléses algoritmusnak, mig a pirosak a Sifting féle algoritmusnak

Amint lathatjuk, a szimuldlt lehilésen alapul6 algoritmusunk minden esetben 501
méretd reprezentdciot taldlt, mig a Sifting algoritmusdhoz hasonlé heurisztika csak
kevés esetben taldlta meg, ezt a futtatdsaink kozotti legjobb reprezentaciot.
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4. abra

Ahhoz, hogy a DD nevi python konyvtdrban szerepl$ state-of-the-art atrendezé-
si algoritmussal vethessiik Ossze algoritmusunkat, 4t kellett térniink a BDD féle
reprezentdcidra. Ehhez modelleztiik a feladatot logikai formuldk segitségével is,
majd az algoritmusokat is atalakitottuk ennek megfelelGen. A 5. dbrdban taldlhat6
tdblazatokban az igy kapott futdsi eredményeket szemléltetjiik.

Amint l4thatjuk, kisebb méretd BDD-ok esetén nincsen nagy eltérés az dtrendezések
kozott, de ahogy noveljiik a BDD méretét, a mi heurisztikdnk egyre jobban teljesit
altaldban a Sifting féle heurisztikdval szemben.

Futasi id6ket nem targyalunk ebben a beszdmoldban, mert a reprezentacionkbol még
hidnyzik a hatékony szint csere implementacidja, ezért heurisztikdink futési idejét
sokat lassitja, hogy minden egyes cserénél jra futtatjuk a backtracking algoritmust
az Uj sorrendhez tartozo reprezenticié méretének meghatdrozdsahoz.

4. Terv a kovetkezo félévre

Az MSc-s diplomamunkdmat a cimkézett fak kompakt reprezentdcidjabol fogom
irni, igy ebben a fejezetben bemutatom, hogy a kovetkezd félévre milyen terveink
vannak. Egyrészt a 3.2.3. Fejezetben bemutatott reprezenticiok vizsgalata érdekes
kutatasi irdny lehetne. Masrészt a 3.3. Fejezetben emlitett nem approximalhat6sagi
problémadval is szeretnénk foglalkozni, miszerint igaz-e, hogy minden € > 0O-ra
NP-nehéz n!~¢-on beliil kozeliteni a minimdlis BDD méretét, ahol n a valtozok
szama. Tovabb4 szeretnénk a 3.4. Fejezetben bemutatott tomoritési, dtrendezési
algoritmusokat tovabb fejleszteni, valéélet-beli adathalmazokon is tesztelni.
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Eredeti BDD SA
105 79 81
336 196 198
336 196 219
336 196 198
336 196 186
336 196 225
336 196 192
1,336 843 879
1,336 843 880
1,336 843 876
1,336 843 873
1,336 843 935
1,515 933 889
1,515 936 901
2,496 1,241 1,148

5. dbra. A szimulalt lehtlésen alapuld heurisztikus atrendezési algoritmus 0ssze-

Eredeti BDD SA
2,496 1,225 1,222
2,496 1,260 1,183
2,496 1,330 1,103
2,496 1,284 1,368
2,496 1,196 1,270
4,340 2,325 2,274
4,340 2,220 2,252
5,991 4,017 4,112
5,991 3,958 2,765
5,991 3,978 3,290
5,991 3911 4,112
5,991 3,938 3,904
5,991 4,032 3,069
5,991 3,973 4,007
5,991 4,094 2,923

veztve a DD konyvtarban taldlhat6 dtrendezési algoritmussal.
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