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Ebben a félévben a leend6 diplomamunka szerves részét képezo kupszeletsorok vizsgélatanak
elokészitéséhez elengedhetetlen alapot nyujtéd korsorok felépitésével foglalkozunk - alapvetGen
analitikus targyaladsban - melyen korsorok tulajdonképpen specialis kupszeletsoroknak
tekinthetdk, és bizonyos tulajdonsagaik oroklodnek altalanos kupszeletsorokra, segitik
azok megértését.

Pont korre vonatkozé hatvanya

Bevezetotl tekintsiik a kovetkezo tételt, melynek segitségével majd definidlhatjuk pont
korre vonatkozé hatvanyat:

Tétel 0.1 Ha a sik eqy adott P pontjabol szelot huzunk eqy fix korhoz, akkor a ponttol a
metszéspontokig terjedo szakaszok szorzata figgetlen a szel6 megudlasztdsdtol.

Bizonyitas Oly modon fogjuk bebizonyitani a tételt, hogy igazoljuk, hogy tetszoleges
két szel6 esetén ez a szorzat megegyezik.

Tegytik fel, hogy P illeszkedik a korre. Ekkor a P-n dthaladé szel6darabok 0 hosszusaguak,
igy a darabok szorzata is 0, a tétel trivialisan igaz.

Fekiidjon most P a koron kiviil, és a két P-n athaladé szel6 messe a kort az A, B, R,
és S pontokban, ahogyan az alabbi abra mutatja.



Ekkor ZARB = ZASB, mivel mindketten az AB iv azonos oldalan nyugvo kertileti
szogek. A PBR és PAS haromszogek osztoznak az /AP B szogon, valamint megegyeznek
egy tovabbi szogparban, igy 0sszes szogiik megegyezik, tehat hasonlok. Ennek megfelelen

PA PB
PS PR’
amit atszorozva kapjuk, hogy

PA-PR=PB-PS.

Helyezkedjen el P a kor belsejében az abran lathaté modon:

Ez esetben a fentihez hasonld érvelés mentén kapjuk, hogy PAR és PBS haromszogek
hasonlok, amibol:

PA PR
PB  PS’
melyet rendezve kapjuk, hogy
PA-PS=PB-PR.

Definicié 0.2 A fentiek értelmében a szelodarabok szorzata csak a ponttol és a kortol
fliggd konstans, ezen konstanst elnevezzik a pont korre vonatkozo hatvdnydnak.

Meggondolhatd, hogy a fenti tétel iranyitott szakaszhosszokra is érvényes, melynek
értelmében egy pont korre vonatkozo hatvanya kiilsé pont esetén pozitiv, belsé pont
esetén negativ, koron fekvo pont esetén pedig 0.

Az alabbiakban megmutatjuk a hatvany két 4j karakterizacidjat:

Tétel 0.3 A P pont O kézéppontu, r sugari korre vonatkozé hatvdnya d* — r?, ahol
PO =d.

Bizonyitas Tekintsiink azt a specidlis szel6t, amely athalad a kor kozéppontjan:



P

A tavolsagokat eldjellel figyelembe véve PO = d, OA = —r, OB = r, azaz PA = d—r,
PB = d+ r, a hatvany pedig:

PA-PB=(d+7r)(d—r)=d*—1*

Tétel 0.4 Koron kivil fekvé pont hatvdnya a korre nézve éppen a beldle a kérhoz hizott
érintoszakasz négyzete. Megjegqyezzuk, hogy ez eqy ujabb bizonyitdsdat adja annak, hogy
ktilso pont hatvdnya pozitiv.

Bizonyitas Tekintsiik tovdabbra is az O kozépponton athaladé szelot, és érintse a P-bol
hizott érint6 a kort a T' talppontban.

Ismert, hogy az érinté az érintési pontban meroleges a sugarra, igy felirhatjuk Pythago-
ras tételét a PT'O haromszogben:

PT? = PO* —-TO? = d* — r*,

ami az el6z6 tétel értelmében éppen a hatvéany.



Definicié 0.5 Kiegészitésképp definidljuk a P pontnak egy elfajule C korre (pontkdrre)
vonatkozo hatvdanydt C P* = d?-ként dsszhangban a fenti definicidval abban a hatdrhelyzetben,
amzikor a kor sugara 0.

Térjink at a hatvany analitikus geometriai megkozelitésére, melyhez tekintsiik az
O(u,v) kdzépponti, r sugard kor K normélegyenletét:

K:(z—ul+{y—v)?—-r*=0.
A sik P(a,b) pontjat visszairva az egyenletbe éppen a hatvanyt kapjuk:

K(P)=(a—u)?+(b—0v)*—r*=PO*>—r?=d* —r*

Hatvanyvonal

Definicié 0.6 Azon pontok mértani helyét a sikon, melyeknek két fix korre vonatkozo
hatvanya megegyezik, a két kor hatvanyvonaldnak nevezzik. Késobb latni fogjuk, hogy ez
valoban eqy egyenes.

Két koncentrikus kor esetén ez a halmaz iires, ugyanis ugyanannak a pontnak két
koncentrikus korre vonatkozé hatvdnya sohasem egyenld, mivel d* — r? = d* — r2 csak
akkor teljesiilne, ha r; = ro allna fent, de ez kiilonb6z6 korok esetén nem igaz.

Tétel 0.7 Két nemkoncentrikus kor hatvinyvonala egyenes.

Bizonyitas Analitikus megkozelitéstink értelmében a K = 0 és Ky = 0 normalegyenletii
korok hatvanyvonalara azok a P pontok illeszkednek, amelyekre

K1(P) = Ky(P),

azaz kielégitik a
K1 - K2 - O

egyenletet. A fenti kifejezés tehat a hatvanyvonal egyenlete. Mivel Ki-ben és Ks-ben
a masodfoku tagok egyiitthatéja egyarant 0, ezek kiejtik egymast, ezért a hatvanyvonal
egyenlete linedris vagy konstans. Viszont ha alland6 lenne, akkor a korck K, K; + ¢
alaktak lennének, azaz koncentrikusak, de feltettiik, hogy nem azok, tehat a kifejezés
linedris, azaz egyenes egyenlete, igy a hatvanyvonal sziikségképpen egyenes.

Tétel 0.8 Ha két kornek van kozos pontja, akkor az a hatvdnyvonalukon fekszik.

Bizonyitas A kozos pont illeszkedik mindkét korre, ezért a kordabbiak miatt mindkét
korre vonatkozé hatvanya 0, azaz illeszkedik a hatvanyvonalra.

Ennek egy kovetkezménye, hogy metsz6 korok hatvanyvonala a metszéspontokat 6sszekoto
egyenes. Ezt altaldnositja némileg a kovetkezo tétel:

Tétel 0.9 Két kor hatvdnyvonala merdleges a kozéppontjaikat dsszekotd centrdlis eqyenestikre,
ahogy az aldbbi dbra is mutatja.



Bizonyitas Egy pontot a két kor centralisara tiikkrozve olyan pontot kapunk, melynek
mindkét korre vonatkozd hatvanya megegyezik az eredeti pontéval, mivel a tiikrozés -
1évén, hogy a kozéppontok illeszkednek a tiikortengelyre - a kozéppontoktdl vald tavolsagot
fixen hagyja. Eszerint a hatvanyvonal tetszoleges pontjat a centralisra tiikkrozve ismét a
hatvanyvonal egy pontjat kapjuk, tehat a hatvanyvonal a centralisra nézve szimmetrikus.
Ilyen helyzetiiek csak a centréalisra merdleges egyenesek vagy a centralis maga lehetnek.
Innen elegendd igazolni, hogy a centrélis maga nem lehet hatvanyvonal. Ehhez elég meg-
mutatni, hogy létezik olyan pont a centralison, amelyik nem fekszik a hatvanyvonalon.
Ilyet konnyt talalni, hiszen a centrédlisnak van olyan pontja, amelyik egyszerre az egyik
kor belsejéhez és a masik kor kiilsejéhez tartozik, igy hatvanyuk kiilonbozo elgjelii. Esz-
erint csak a centralisra ortogonalis egyenesek koziil kertilhet ki a hatvanyvonal.

Jelen és el6z0 tételek direkt kovetkezménye, hogy érinté korpar hatvanyvonala mege-
gyezik a kozos érintéegyenestikkel, valamint specialisan kornek és réilleszkedé pontkornek
a hatvanyvonala a kor ezen pontbeli érintéegyenese, lsd. alabb.
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A tovabbiakban megvizsgaljuk, hogyan viselkedik a hatvanyvonal harom kor esetén.

Tétel 0.10 Ha hdrom kor kozott nincs két koncentrikus, akkor hatvdnyvonalaik eqy sugdrsorhoz

tartoznak.



Bizonyitas Ha nincs a korok kozott két koncentrikus, azok (3) = 3 hatvanyvonalat
hataroznak meg. Legyen a harom kor normalegyenlete rendre K = 0, Ky = 0, valamint
K3 = 0. Ez alapjan hatvanyvonalaik egyenletei:

K —Ky=0, Ko—K3=0, Ky — K, =0.

Mivel a baloldalak 6sszege 0, ezek egy egy ponton dthaladd egyenessereget feszitenek ki,
vagy pedig parhuzamosak, ezért egy sugarsorhoz tartoznak.

Tétel 0.11 Ha hdrom kor kozéppontjai nem kollinedarisak, akkor egyértelmien létezik
eqy pont, melyre nézve mindhdrom kornek ugyanaz a hatvanya. Ezt a pontot nevezzik a
harom kor hatvanypontjanak.

Bizonyitas Mivel a harom koézéppont nincs egy egyenesen, ezért nincs koztiik két meg-
egyez6 sem, azaz a harom kor nem tartalmaz koncentrikus korpart. Az el6zok fényében
ekkor a hatvanyvonalak egy sugarsorhoz tartoznak, azaz egy kozos ponton haladnak
at, vagy parhuzamosak. Ha ki tudjuk zarni a parhuzamossagot, azzal igazoljuk, hogy
a hatvanyvonalak konkurrensek, marpedig ez kizarhatd, hiszen a harom hatvanyvonal
meroleges a korok centralisaira, amelyek egy nemelfajulé haromszog oldalegyenesei, mivel
a centrumok nem kollinearisak, azaz sziikségképpen a hatvanyvonalak nem lehetnek
egyez6 allasuak, kovetkezésképp egy ponton haladnak at.

Megjegyezziik, hogy ha centrumok egy egyenesre illeszkednek, akkor a hatvanyvonalak
a kozos centralisra merodleges, egymassal parhuzamos egyenesek, ilyenkor nem beszélhetiink
hatvanypontrol.

Korsorok

Definicié 0.12 Legyen Ky =0 és Ky = 0 két kor vagy eqy egyenes és eqy kor egyenlete,
de ne legyen mindkettd eqyenesé. Tekintsik azokat az alakzatokat, melyek kielégitik a

)\1K1 + )\QKQ - O

egyenletet, ahol A1, Ay befutja R-et. Ezen alakzatok osszességét a K1 = 0 és Ky = 0 alakza-
tok dltal meghatdrozott korsornak nevezziik, a (A1, A\g) szdmpdrok dltal meghatdrozott in-
dividudlis alakzatokat pedig a korsor elemeinek kereszteljik el.

Nyilvanvaloan latszik, hogy a meghatarozé alakzatok maguk is elemei a koérsornak.
A fenti egyenlet bal oldala olyan kvadratikus kifejezés, amelyben 22 és y? egyiitthatéja
ugyanakkora (akar 0), igy a korsor minden eleme kor vagy egyenes. Megjegyezziik, hogy
tagabb értelemben az egyenesek is tekinthetok a végtelenen athalado koroknek, igy a
korsoroknal idénként az egyszertiség kedvéért alapkorként hivatkozunk akar egy egyenesre
mint meghatarozé alakzatra is.

Tétel 0.13 Minden korsor legfeljebb eqy egyenest tartalmaz.

Bizonyitas Indirekt tegyiik fel, hogy a korsor tartalmaz két kiilonb6zo egyenest, melyek
egyenlete Ly = 0 és Ly = 0. Eszerint valamilyen «;, 3; egytitthatékra:

Ly = a1 Ky + Bi K,
Ly = as Ky + B2 Ky



651 51
&%) 52

Mivel a két egyenes kiilonbo6zo, # 0. Viszont ilyenkor valamely ~;, d;

egytitthatokra:

Y

Ky =vLi + L
Ky = voLy + oLy

de ekkor K; és K, alakzatok egyenesek linearis kombinaciéi, azaz maguk is egyenesek,
ami viszont ellentmond a kiindulési feltételeknek, miszerint legaldbb az egyik egyenlet
koré.

Tétel 0.14 A korsor barmely két eleme dltal egyértelmiien meghatdrozott.

Bizonyitas A bizonyitast csak véazoljuk, mivel nagyon hasonlé a gondolatmenet az
eléz6 allitaséhoz. A korsor két eleme elGall az alapkorok egyenleteinek linearis kom-
binacidjaként, de a nemelfajultsag miatt hasonléan az alapkorok is kikeverhetok a kivalasztott
két kor egyenletébdl, igy azok ugyanarra a korsorra vezetnek.

Ennek kovetkezményeképp két kiilonbozo korsornak legfeljebb egy kozos eleme lehet,
hiszen ha kett6 lenne, akkor ugyanazt a korsort hataroznak meg.

Tétel 0.15 Ha eqy korsor két kiilonbozo elemének van metszéspontja, akkor ezt a metszéspontot
a korsor osszes tobbi eleme tartalmazza.

Bizonyitas Legyen a K; és Ky alapalakzat kozos pontja P. Ez a két alakzat, mint
lattuk, meghatarozza a korsort, igy minden rajta fekvo alakzat egyenlete

ak; + 8Ky =0
alaku. Azonban, mivel P illeszkedik Ki-re és Ks-re is, ezért
Kl(P) == KQ(P) == 0,

de ekkor
ok (P) + BK,(P) =0,

ami azt jelenti, hogy P rajta van a korsor osszes elemén.

Definicié 0.16 Egy korsor alappontjinak nevezziik azt a pontot, amelyen a korsor min-
den eleme dthalad.

Tétel 0.17 Eqy korsor legfeljebb két alappontot tartalmaz.

Bizonyitas Harom pont egyértelmiien kifeszit egy kort vagy egy egyenest, ezért ha egy
korsornak harom alappontja lenne, a korsor minden eleme ez az egy kor vagy egyenes
lenne, ami ellentmond a korsor definiciéjanak, igy egy korsornak legfeljebb két alappontja
lehet.

A kovetkezo allitasok Osszekapcesoljak a korsorokat a hatvanyvonallal:

Tétel 0.18 Ha eqy korsor két elemének létezik hatvanyvonala, akkor az szintén eleme a
korsornak.



Bizonyitas Legyen a két kor normadlegyenlete K3 = 0 és Ko = 0. Ekkor Ay = 1,
Ay = —1 valasztassal a K7 — K5 alakzat is eleme a korsornak, amirol pedig lattuk, hogy
a hatvanyvonal egyenletét adja.

Tétel 0.19 A korsor tetszbleges két elemének hatvanyvonala megegyezik (amennyiben
létezik).

Bizonyitas Ha a korsor tartalmaz két koncentrikus kort, akkor barmely két eleme kon-
centrikus. Ilyen koroknek azonban nincs hatvanyvonala. Ennek fényében egy korsor vagy
koncentrikus, vagy barmely két elemének 1étezik hatvanyvonala. Ez a hatvanyvonal, mint
elobb lattuk, eleme a korsornak, de azt is igazoltuk, hogy egy korsor maximum egy egyen-
est tartalmazhat, tehat ez a korsor egyetlen egyenese, igy sziikségképpen ez kell, hogy
legyen egy tetszolegesen kivalasztott korpar hatvanyvonala is.

A kovetkezokben osztalyozzuk a korsorokat aszerint, hogy hany alappontjuk van,
valamint hogy tartalmaznak-e egyenest, vagy sem. Egy korsor legfeljebb 2 alappontot
tartalmazhat, és legfeljebb 1 egyenest.

Definicié 0.20 Ha egy korsor nem tartalmaz egyenest, koncentrikusnak nevezzik. Az
ilyen korsor nyilvan alappontot sem tartalmaz, hiszen koncentrikus koroknek nincs kozos
pontja.

Ha egy korsor tartalmaz egyenest, az alappontok szama szerint osztalyozhatjuk.

Definicié 0.21 Ha a korsornak 0 alapponjta van, elliptikusnak, ha 1 alapponjta van,
parabolikusnak, ha 2 alappontja van, hiperbolikusnak nevezzik.

A korsorok fajtait az alabbi dbra szemlélteti:

Koncentrikus kérsor Parabolikus kérsor

Hiperbolikus kérsor Elliptikus korsor

A kovetkezOkben korsorok merdlegességét vizsgaljuk meg.



Definicié 0.22 Két metszo kort merdlegesnek nevezink, ha a metszéspontokban behizott
sugaraik merolegesek.

Tétel 0.23 Két kor pontosan akkor merdleges eqymadsra, ha az eqyik kor kozéppontjinak
a mdsik korre vonatkozo hatvdnya megegyezik az eqyik kor sugardnak négyzetével.

Bizonyitas Ha két kor merGlegesen metszi egyméast (Isd. az aldbbi dbrén), akkor a
sugarak merolegességébol adoddéan Pythagoras tétele miatt

2 2 3
r = 0105 — 3,

ami pontosan azt jelenti, hogy az egyik centrum hatvdnya a mésik korre nézve ri, vis-
szafelé pedig, ha a hatvany 72, akkor atrendezve kapjuk, hogy

2 2 2
Tl —I— T2 - 0102,

ami Pythagoras tételének megforditasa értelmében implikdlja a sugarak merdlegességét.

Tétel 0.24 Ha egy k kor merdlegesen metszi eqy korsor két elemét, akkor az osszes elemét
merolegesen metszi.

Bizonyitas Tegylik fel, hogy a két metszett elem két kor, K; = 1 és Ky = 0 normalegyenlettel.
Legyen k kozéppontja C, sugara r. A merSlegesség miatt K;(C) = Ky(C) = r?, de ez

azt is jelenti, hogy C' illeszkedik a két kor hatvanyvonalara, ezt egybevetve viszont egy
kordabbi allitasunkkal, kapjuk, hogy a hatvanyvonal merdleges k-ra. Azonban a korsor
minden korének ez a kozos hatvanyvonala, melyre k& meréleges, igy k a korsor Osszes
korére merdleges. Tegyiik fel, hogy a két metszett elem egy kor és egy egyenes (t6bb
egyenes nem lehet). Ekkor ez az egyenes a hatvdnyvonal. A meréleges metszés miatt

C illeszkedik a hatvanyvonalra, igy az Osszes korre vonatkozé hatvanya egyenlo. Ellen-

ben tudjuk, hogy ez a hatvany r2, mivel a korck merSlegesen metszik egymdst, tehdt k
merolegesen metszi a korsor 0sszes elemét.

Tétel 0.25 Ha egy egyenes merdlegesen metszi eqy korsor két elemét, akkor az osszes
tobbit 1s.



Bizonyitas Egy egyenes pontosan akkor metsz merdlegesen egy kort, ha athalad a
centruman. Ezért ha a két metszett elem kor, akkor a metszd egyenes egybeesik a
centrumokat 0sszekoto egyenessel, azaz merdlegesen metszi a tobbi kort, valamint egy
korabbi allitas miatt a hatvanyvonalat is. Ha viszont az egyik metszett elem a hatvanyvonal,
a masik egy kor, akkor az egyenes dtmegy a kor centruman, és meroleges a hatvanyvonalra,
ez viszont azt jelenti, hogy athalad a tobbi kozépponton is, tehat sziikségképpen merdleges

a tobbi korre is.

Definicié 0.26 Két korsort konjugdltnak neveziink, ha az eqyik korsor minden eleme
merolegesen metszi a mdsik korsor minden elemét.

A definicié a konjugaltsagtol elvarhaté mdédon a merdlegesség miatt a korsorokra
szimmetrikus médon viselkedik. A fentiek birtokaban két korsor merdlegességéhez elég
tudni, hogy a korsorpar két-két eleme paronként merdleges egymasra.

Konjugéltsag szempontjabdl korsorokra a kévetkezok érdekes allitasok igazak:

Tétel 0.27 Parabolikus korsor konjugdltja ugyancsak parabolikus korsor ugyanazzal az
alapponttal, és az eredeti korsor centrumai dltal meghatarozott hatvanyvonallal.

Tétel 0.28 Hiperbolikus korsor konjugdltja olyan elliptikus kérsor, melynek két pontkore
az eredeti korsor két alappontja, hatvanyvonala pedig az eredeti korsor centrumai dltal
kifeszitett egyenes.

Tétel 0.29 A konjugdltsig szimmetridjabol adodoan elliptikus kérsor konjugdltja olyan
hiperbolikus korsor, amelynek alappontjai az eredeti korsor pontkorei, hatvanyvonala pedig
ezek d0sszekotd egyenese.

Ezen allitasok bizonyitasa viszonylag konnyen meggondolhaté, azonban kozlésiiknek
a dolgozat terjedelme korlatot szab.

Felhasznalt irodalom

Munkém sorén Hajés Gyorgy BEVEZETES A GEOMETRIABA c. kényvére, valamint
Kiss Gyorgy Tanar Ur eléadasjegyzeteire tamaszkodtam.
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