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1. Bevezetés

A projektmunka zarasaként neuralis kozonséges differencialegyenletekkel ismerkedtem meg,
melyek a rezidualis halok folytonos megfelelGiként is értelmezhetGek. Ebben a folytonos
esetben a paraméter optimalizalashoz a hibavisszaterjesztéses algoritmus diszkrét eset-
hez hasonlé6 moédon nem alkalmazhaté. Helyette az tgynevezett adjuntgélt érzékenység
(adjoint sensitivity) modszer hasznalhato, amely egy id6ben visszafelé haladé differenci-
alegyenlet megoldasat koveteli a tanitas kozben.

Ha a veszteségfliggvényben szerepls kezdetiérték-feladat numerikus megolgasahoz klasszi-
kus egylépéses modszert alkalmazunk, akkor a tanitas tovabbra is szekvencialis marad és
igy sok id6t vesz igénybe. Ezen segithet az idébeli tobbracsos redukcios modszer (Mul-
tigri Reduction In Time, a tovabbiakban MGRIT), amely egy parhuzamos iterativ eljaras

differencidlegyenletek megoldasainak kozelitésére.

2. Id6beli tobbracsos redukciés modszer

Idéfiiges differencidlegyenlet numerikus megoldasara alkalmazhatunk klasszikus egylépé-
ses modszereket. Ekkor a zart idéintervallimot felosztjuk to, %1, ...ty pontokra és a t; 1
pontbeli kozelitésbdl kiszamoljuk a t; pontbeli kozelitést. Ebben a tipikus esetben sok
szekvencialis lépést kell végrehajtanunk. A mai processzorok lassan elérik maximalis telje-
sitGképességiik hatarat, igy a tobbmagos szamitogépek megjelenése 6ta természetes igény

alakult ki a parhuzamosithaté idédiszkretizacios modszerek felé.

Ezeket a modszereket aszerint csoportosithatjuk, hogy milyen szamitasokat végeznek
parhuzamosan. Térbeli parhuzamositasrol akkor beszéliink, ha a tér iranyaiban széamo-
lunk egyszerre tobb értéket. Ilyen jol ismert eljaras tobbek kozott a klasszikus tobbracsos
(multigrid, a tovabbiakban MG) modszer.



Az id6beli parhuzamosité modszerek sordn egy lépésben tobb idébeli racspontban
végezziik parhuzamosan a szamitasokat. A valésagban az id§ egyiranyt, egy differenciél-
egyenlet megoldasa egy adott idépontban befolyasolja, hogy a késébbiekben miként fog

viselkedni, igy ebben az esetben nem magatol értet6dd a parhuzamositas megvalositasa.

A MGRIT eljaras egy tobbréacsos (multigrid, a tovabbiakban MG) modszeren alapulo
idében parhuzamositott modszer. A modszer alapdtlete az, hogy egy egylépéses modszert
alakit 4t id6ben parhuzamossé. ElGszor roviden frunk a klasszikus MG modszerrél, majd
linearis feladatokra definialjuk az MGRIT algoritmust. Végiil a teljes approximécios sé-
ma segitségével kiterjesztjiik nemlineéris feladatokra is és megnézziik, hogy a Richardson

extrapolacié miként gyorsithatja a modszert.

2.1. Egylépéses modszerek

Tekintsiik az

kezdetiérték-feladatot és osszuk fel a [0,7T] idGintervallumot a tg,t1,- - ,ty pontokkal.

Ekkor minden egylépéses modszer ®,(-) fliggvényekkel és g; konstansokkal felirhato az

u; = Pi(ui1) + g, i=1,...,N
u(0) = ug

alakban, ahol u; az u(t;) kozelitése. Ekkor a modszer altal adott megoldas megegyezik az

Au = g egyenletrendszer megoldasaval, ahol

1
-9, I
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Tegyiik fel, hogy f linearis és a modszer id6fiiggetlen, azaz ha ®;(u;_1) = Pu,, , (i =
=1,..., N). Ekkor egy linearis egyenletrendszert kapunk.

2.2. T6bbracsos (MG) mddszerek

A klasszikus elliptikus differencialegyenletek (Laplace- vagy Poisson-feladatok) egyik leg-
jobban bevalt megoldési modszere az MG moddszer, amely tobb racson végzett miiveletek

segitségevel hataroz meg egy kozelité megoldast. Azaz minden €, [ = 1,..., L récshoz



tartozik egy A;u = g; linearis egyenletrendszer, ahol A; a differencidloperéator diszkretiza-
lasabol szarmazd véges differencia egytlitthatéoméatrixot, mig [ az aktuélis szintek szamét
jeloli.

A kétracsos MG modszernél két racsunk (szintiink) van, egy finom és egy durva. Ter-
mészetesen a feladat kozelit§ megoldasat a finom racson szeretnénk meghatarozni. Az
optimélis miiveletszam érdekében az elérheté megoldast elgsimitjuk és az ezzel nyert ma-
radékvektort (rezidualist) lesztikitjiik (restriktaljuk) a durva racshalora. A méar szignifi-
kénsabb kisebb méretti durva récshélon az egyenletrendszert direkt médon megoldjuk,
majd utésimitjuk és interpolaljuk (prolongéljuk) a finom racshélora. Ezt a lépést (cik-
lust) t6bbszor is megismételjiik a kivant pontossag elérése érdekében. A sziikités és az
interpolalas az azonos dimezidszam elérése miatt fontos, és ezeket az operatorokat a gya-
korlatban adott métrixokkal reprezentaljuk. Az el6- és utosimitéas szerepe pedig abban &ll,
hogy nemtrividlis magtér okozta problémat és az abbol ad6do sajatfiiggvény oszcillaciojat
feloldja. Az el6- és utoésimitast klasszikus iterativ eljarasokkal (csillapitott Jacobi- vagy

Gauss—Seidel-iteraciokkal) végezziik [3].

A tobbrécsos eset hasonloan, rekurziv médon kezelhets. A rekurziv hivasok sorrendjé-
nek tekintetében tébbfajta ciklust kiillonboztetiink meg. A gyakorlatban a V-, a W- és az
F-ciklust hasznéljak. Az MG eljarast nemcsak klasszikus elliptikus, hanem idéfiiggs par-
cidlis differencialegyenletre is szoktak alkalmazni. Ebben az esetben az id&tengelyt nem
kiilonboztetjik meg a térbeli dimenziotol és ekkor a modszert tér-idé (space-time) MG

modszernek hivjuk.

2.3. Parareal algoritmus

A parareal kezdetiérték-feladatra alkalmazhato idé-parhuzamosithaté eljarast 2001-ben
Lions, Maday és Turicini vezetette be [5]. Jelolje a [0,7] idGintervallum &t lépéskozii

felosztasat {t;}, és az mdt 1épéskozii felosztasat {Tj}jvz/gn . El6bbi a finom, utébbi pedig a

durva racs analdgidja. Alkalmazzuk az F' egylépéses modszert a finom, mig a G egylépéses
modszert a durva racson. Ekkor F' tekinthetd egy a durva racson értelmezett nagyobb

pontossagot ado egylépéses moédszernek.

A Parareal algoritmus a durva racs Ty, 11, . . ., T/m id6pontokban értelmezett kezdeti
U]Q, j = 0,...,N/m kozelitéssel indul, melyet tipikusan a G modszer szekvencidlisan

alkalmazasaval kaphatunk meg. Amennyiben G(to,t1,u;) jeloli a G egylépéses modszer

eredményét a t, pontban az u(t;) = U; feltétel mellett, akkor a kezdeti kozelitést az

Ug = Uy, U0+1 = G<Tn+17Tn7U2)

n



osszefiiggéssel nyerjiik. Ekkor a Parareal algoritmus az
UFH = F(tys1,tn, UD+G (tpsr, tn, U =G (tpga, ta, UF), n=0,...,N—1, k=0,1,...

korrekcios sémat jelenti. Itt az F' modszert tudjuk parhuzamosan futtatni a durva racs-

pontok kézott, azaz az F(t,,1,t,, UF) értékeket egyszerre tudjuk kiszamitani.

Korabban feltettiik, hogy linearis feladatunk és idéfiiggetlen modszeriink van. Legyen
Au = g a finom racsra alkalmazott F' egylépéses mddszer egyenletrendszere, Apua = ga
az F egylépéses modszer durva racshoz tartozo egyenletrendszere, mig Baua = g\ a durva
racsra alkalmazott G egylépéses modszer egyenletrendszere. Ekkor a fenti korrekcids séma
az

up™ = uj + Bx'(ga — Aaup)

alakot olti.

Alkalmazzuk a kezdetiérték-feladatra a kovetkezd kétracsos MG modszert.

1. Algoritmus Parareal kétracsos MG modszerként

1. Az Au = g rendszer relaxalasa F-relaxacioval
2. ran = Ry(g — AuF)
3. Oldjuk meg a Bav = ra rendszert

4.yt =k + Po

Az F-relaxacio azt jeloli, hogy minden durva pontok altal meghatarozott intervallum-
ban szekvencialisan 1éplink az F' modszerrel a finom pontokon. Ezt parhuzamosan tudjuk
végrehajtani és az elGsimités analogiaja. Az Ry lesziikits és P interpolacios métrixot al-

kalmas megvalasztasaval éppen a parareal algoritmussal megegyezs eljarast kapunk [2].

2.4. MGRIT

Az el6bb bemutatott parareal algoritmus gyengesége, hogy sokszor a durva racs mérete
Osszemérhetd§ a finom racs méretével, igy az 1. algoritmusban a harmadik 1épés végre-
hajtasa szintén sok id6t vesz igénybe. Ezen segit, ha a MG modszereknél latott moédon
a harmadik lépésben rekurzivan meghivjuk az algoritmust egy még durvabb racson. Ezt
iteraljuk, majd a legdurvabb racson megoldjuk a kapott lineéris egyenletrendszert és végiil
sorban visszainterpolaljuk a megoldast a legfinomabb racsra. Igy lényegében a MGRIT

modszer legegyszertibb valtozatahoz jutunk.

A MGRIT algoritmusnak sok valtoztathato paramétere van. A [2] cikkben a szerzdk

ezen paraméterek optimalis megvélasztasat keresték egy parabolikus mintafeladaton, a



homogén Dirichlet peremfeltételti hévezetési egyenleten.

ou(t,r) — kAu(t,z) = b(t,r), ze€Q=10,7]% tc(0,T], k>0
w(z,0) = up(z), z€
0,

red, tel0,T]

A tesztek soran a jobboldali és a kezdeti fliggvények egyszertd szinuszos fliggvények voltak
és a diffazios egytitthatot k = 1-nek valasztottdk. Térben a klasszikus masodrendi 5-

pontos stencilt, mig idében az implicit Euler médszert alkalmaztak.

Az els§ észrevétel az volt, hogy elébb latott természetes kiterjesztés nem vezet ha-
tékony algoritmushoz. Az F-relaxacio helyett un. F'CF-relaxaciot érdemes végrehajtani,
ahol egy C-relaxaciéban a durva pontokban felvett értéket frissitjiik az F-modszerrel az

el6z6 finom pontbol.

Ezen feliil megvalaszhatjuk példaul a ritkitas mértékét, eldonthetjiik, hogy milyen egy-
lépéses modszereket hasznalunk, meghatarozhatjuk a rekurziv hivasok sorrendjét, vagy
alkalmazhatunk konvergenciat gyorsité plusz eljarasokat. A cikk fontos része az implicit
egylépéses modszerek esetének vizsgalata. Egy ilyen eljaras hasznélatakor a 2.1. alfejezet-
ben definialt, a modszert leiro ®(-) fliggvény alkalmazasa egy térbeli linearis egyenletrend-
szer megoldasat jelenti. A gyors futasi id6 érdekében ezeket nem egzaktul, hanem a 2.2.
alfejezetben latott térbeli MG modszerrel iterativan oldjuk meg. Ekkor két kérdés meriil

fel: hogyan valasszunk jo kezdéértékeket és milyen pontossaggal adjuk meg a megoldést.

A paraméterek optimalizalasa utdni mérések azt mutatjak, hogy ha sok processzorral
rendelkeziink, akkor az MGRIT algoritmus hatékonyan hasznalhat6 a homogén Dirichlet
peremfeltételd hévezetési egyenlet megoldasanak kozelitésére. Ennél a mérésnél a tér-id6
tartomanyt egyenletesen osztottuk fel a processzorok kozott, azaz mindegyikhez koriilbeliil
ugyanannyi racspont tartozott a legfinomabb racshalon. A varakozasoknak megfelelGen

kevés processzor esetén az egylépéses modszer gyorsabb.
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Fi1c. 9. Time to solve Implicit2D(T = 7r2) on a 129% x 16,385 space-time grid using sequential
time stepping and three MGRIT variants.

1. dbra. A futasi id6 a processzorszam tekintetében az egyes eljarasokra nézve [2].



Ahogy a fenti[I] abran is lathato, ha legalabb 256 processzor all rendelkezéstinkre, ak-
kor elényos az MGRIT modszert hasznalni. Tovabbé 4096 processzor esetén mar jelentds,

20-szoros gyorsitast lehet elérni.

Ez az algoritmus viszonylag egyszertien kiterjeszthets nemlinearis feladatokra is a teljes

approximécios séma (Full Approximation Scheme, réviditve FAS) segitségével.

Tegyiik fel, hogy egy implicit egylépéses modszert alkalmazunk egy nemlinearis feladat-
ban. Ekkor a ®; kiszdmolasa egy nemlinearis egyenletrendszer megoldasaval egyenérték.
A gyakorlatban a Newton-modszert hasznéljuk a megoldas kozelitésre. A ritkitas miatt a
durva racsokon nagy az id6beli lépéskoz, igy az el6z6 idpontban kiszamolt érték messze
van az egyenletrendszer megoldasatol. Ekkor a gyenge kezdGérték miatt tobb iterécio-
ra van sziikség a Newton-modszer soran, hogy megfelel§ pontossagi megoldast kapjunk.
Ennek kovetkeztében a futasi idé megemelkedik és a modszer hasznalhatatlanna valik.
Egy megoldés a probléméra a térbeli ritkitas, amelynek koszonhetSen a ®(.) fiiggvénynek
megfelel§ linearis egyenletrendszer mérete csokken. A lesztkitést az R, restriktald, mig
az interpoléciot a P, prolongalo operator valositja meg a térben. A sztikités miatt a mod-
szer pontatlabba valik, igy tobb V-ciklusra van sziikség a megfelel§ pontossag eléréséhez.
Tehat a megfelels ritkitasi stratégia megtalalasa fontos része az algoritmusnak. A [4] cikk

nagyrészt ezzel a probléméval foglalkozik.

Vegyiik az €, [ = 0,1,..., L felosztasokat a dt, mdt, stb lépéskozzel egy m durvito
tényezével és minden felosztéason hasznaljunk egy egylépéses modszert. Altalaban minden
szinten ugyanazt a modszert hasznaljuk. Jelolje Aju® = g az O-hez tartozo egyenlet-
rendszert, ahol A; métrixot a ®; fliggvény hatarozza meg. Ezekkel a jelolésekkel a MGRIT
modszert a [2 algoritmus irja le.

A lineéris esethez hasonl6an most is sok beéllithato paramétere van a modszernek.
Ezek optimalizalasahoz vegyiik a Neumann hatérfeltételi p-dimenzios Laplace parabolikus
modell feladatot.

up(z,t) — V- (|Vu(x, t) [P *Vu(z, t) = b(x,t), z€Q, t€l0,T)
|Vu(z, )P *Vu(z,t) -n = g(z,t), =€, tecl0,T],
u(z,0) = up(z), z€
A kovetkezs dbrakon lathato eredmények a [4] cikkbdl szarmaznak, ahol a szerzék egylé-
péses modszerként az implicit Euler-modszert hasznéaltak mig a térbeli diszkretizacidhoz
az MFEM software-t vették igénybe. Az Osszes esetben a tesztek sordn p = 4, T = 4,
0 =10,2]?, m = 4 és a felosztés egyenletes. A b(z,t) fiiggvény tgy lett valasztva, hogy az

egzakt megoldas az aldbbi szinuszos fliggvény legyen:
u(z,y) = sin(mx) sin(mry) sin((13/6)7t).

6



2. Algoritmus MGRIT-FAS(1)
if [ a legdurvabb szint then
Oldjuk meg az Ap(u'®)) = Ap(Ry(uF=V)) + g rendszert

else

Az Aj(uV) = g rendszer relaxalasa FCF-relaxacioval
Rezidualis szamitésa és sztikitése injekcioval: g+ = R;(g® — A;(u®))
A megoldas lesziikitése: u+Y = R;(ul))
if Térbeli ritkitas then
WY = R () g5 g0 2 R (g0+D),
end if
Megoldas a kovetkezd szinten: MGRIT(I + 1).
o) — o, (+1) _
if Térbeli ritkitas then
(D) p ()
end if
ul® = 4O 4 pel+D)
Az Aj(u) = g rendszer relaxalasa F-relaxacioval
end if

A célunk a linearis esetnél latott gyorsitas megkozelitése, elérése. A [21 abran lathato
tablazataban a MGRIT modszer 16 varidnsa lathato.

Az ID-0 indext a legegyszertibb, naiv megkozelités, az tgynevezett out-of-the-box
varians. Ekkor nem hasznalunk térbeli ritkitast és semmilyen késébb leirt eszkozt sem. A
legjobb futasi idével az ID-14 algoritmus rendelkezik, amely kevesebb mint harmadannyi

id6t vesz igénybe mint a naiv modszer.

A két legfontosabb futasi id6t csokkentd modszer a térbeli ritkités, illetve a javitott
kezdGérték hasznalata a Newton-modszernél (a2l abran IIG roviditéssel szerepel).
A futési id6t erésen befolyasolja, hogy mikor ritkitunk. Ha a[2] abra masodik oszlopaban
1-es szam, akkor nem ritkitottunk. Ha 4%, akkor a 4 legfinomabb racson alkalmazunk
ritkitds. Mig ha 4-es, akkor szintén 4 racson ritkitunk, de nem a 4 legfinomobban, hanem
tgymond késleltetve csak a durvabb racsokon. Erdemes dsszevetni az ID-1 és ID-2 algo-
ritmusok futési idejét. Jol latszik, hogy ezen modellfeladat esetén a késleltetett ritkitast
a legelénytsebb hasznalni.

Mint mar esett sz6 rola, a futési id6 egyik sarkalatos pontja a megfelel6 kezd&pont
valasztasa a Newton-iterdcioknél. Ezen segit a kovetkezd trividlis 6tlet: Minden szint
minden pontbédban mentsiik el a ®(.) altal legutobb adott eredményt és hasznéljuk ezt

kezddéértéknek a kovetkezd ciklusban. Az egyediili hatranya ennek, hogy plusz egy vektort
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1 . Never No No 4 31—-T7 10ls 7 T12s
2 4* Never No No 4 12 -2  57s 30 1717s
3 1 C points No No 4 53 —+21 91s T 638s
4 4 C points No No 4 42 10 82s T 579s
5 1 Always No No 4 84 —21 92s T 6475
6 4 Always No No 4 73 —-10 84s 7 591s
7 1 C points Yes No 4 23— 21 64s T 453s
8 4 C points Yes No 4 42 - 10 58s T 410s
9 1 Always Yes No 4 84 — 21 6ls 7 429s
10 4 Always Yes No 4 73—+10 55s T 391s
11 1 Always Yes Yes 4 84 =21 56s T 395s
12 4 Always Yes Yes 4 73 —10 5ls 7 360s
13 1 Always Yes Yes 16 80 — 17 58s 7 408s
14 4 Always Yes Yes 16 73—+10 50s T 354s
15 1 Always Yes Yes 64 76—+ 13 63s 8 506s
16 4 Always Yes Yes 64 73— 10 47s 8 383s

Table 4: Overall runtimes, storage costs, iteration counts and average time per itera-
tion for the various solver options, with a (64)? x 4096 space-time grid. A * indicates
no delay in spatial coarsening.

2. dbra. A MGRIT varidnsai nemlineéris feladatokon [4].

el kell tarolni minden durva racs minden pontjaban. A memoria hasznalat redukélasa
érdekében egy koztes megoldas lehet, hogy csak minden szint durva racsan tessziik meg ezt.
Ekkor csak a finom racson végzett F-relaxacié soran a kell a megel6z6 pontban szerepld

értéket hasznalni.

Ezen modszereken tal még beszélhetiink olyan eszkoézokrél, melyek nem olyan nagy-
mértékben befolyésoljak a futasi id6t. Ha nincs ismeretiink a megoldasrol, akkor az elsé
iteracié soréan a réacs-hierarchiaban lefelemenet kihagyhatjuk a relaxaciot. Ennek kovet-
keztében az elsé par iteracié sordn par Newton-eljaras dragabb lehet, de Osszfutéasi id6t
tekintve a2 abra tablazata alapjan el6nyos ezt csindlni. Az els6 par iteracio soran pontat-
lan kezdGértékei vannak a Newton iteracionak, ezért érdemes ekkor nagyobb toleranciét

beéllitani a hibara. Végiil megvizsgalhatjuk, hogy miként érdemes beéllitani a legdurvabb



racs méretét. Mint mar emlitettiik, a durva racsokon sokba keriil a Newton-modszer, igy
sok id6t sporolhatunk. Viszont az algoritmus szekvencidlis része ekkor ng, mert a legdur-

vabb réacs mérete is novekedik.

Osszefoglalva a 2| abra tablazata azt mutatja, hogy az ID-14 modszer a leghatéko-
nyabb. Tehat érdemes késleltetett térbeli ritkitast hasznalni, javitott kezd&értékekkel dol-
gozni, az elsG iteracioban elhagyni a relaxalast, nagyobb tiréshatart beallitani az els6 3
iteracioban szereplé Newton-modszerre és érdemes 16-nak valasztani a legdurvabb racs

meéretét.

Végiil a nemlinearis esetben is mutatunk egy eredményt a fent leirt modellproblémara
. abra). A linearis esethez hasonloan a tér-idé tartomanyt egyenletesen osztottuk fel
a processzorok kozott, azaz mindegyikhez koriilbeliil ugyanannyi racspont tartozott a

legfinomabb racshalon.
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Fig. 5: Strong scaling study for a (128)% x 16385 space-time grid, Left: 16 processors
in space, m = 16, Right: 32 processors in space, m = 4.

3. abra. Az MGRIT futasi ideje a modellfeladaton [4].

Az (a) esetben a valtopont, ahonnan az MGRIT algoritmust érdemes hasznalni koriil-

1024
16

processzor esetén 6,4-szeres gyorsitast lehet elérni a szekvencialis algoritmushoz képest.

beliil 1024 processzor, ami = 64 id6-tengely beli processzort jelent. Tovabba 16384
A (b) esetben a valtopont kb 2000 processzor (50 processzor az idé-tengelyen) és 130 ezer
processzor esetén 21-szeres gyorsitas érhetd el.

Erdemes 6sszevetni az ID-14-hez tartozo gorbét az ID-14, linear gérbével, amelyet egy
hasonlo, de linearis feladatra, a hévezetési egyenletre alkalmazva kaptunk (p = 2 eset).
A z6ld gorbe a masik alatt megy és nagyjabol parhuzamosak. Ez azt jelenti, hogy nem
meglepd modon a linearis feladatra kapott algoritmus gyorsabb, viszont a futasi idék

hanyadosa tetszéleges processzorszam esetén konstans, koriibeliil 3.



3. Neuralis kozonséges differencialegyenletek

A neuralis kozonséges differencidlegyenletek kaphatoak a rezidualis halokbol folytonos
hataratmenetet képezve [1]. Ezek olyan differencidlegyenletek, ahol a jobboldal paramet-

rizalva van a tanulasi paraméterekkel.

u(0) = uo, u'(t) = fo(t,u(t))

Kiindulva az u(0) bemeneti rétegb6l definidlhatjuk az u(T") outputot, mint a kezdeti-
érték probléma megoldasat a T pontban. A legtobb kezdetiérték probléma nem oldhato

meg egzaktul, igy egy megfelel numerikus modszert (ODESolve) hasznalunk erre a célra.

A legnagyobb technikai kihivas a folytonos mélységt halok tanitasa, mert ez nem va-
losithatd meg a diszkrét esetnél bevalt hibavisszaterjesztéses (error backpropagation) el-
jarassal. Egy természetes modszer, hogy a hasznalt numerikus modszer minden 1épésében
kiszamitjuk a megfelel6 derivaltérékeket az eléz6 1épés segitségével. Ez viszont a diszk-
rét esethez hasonloan tul sok memoriafelhasznalast igényel és tovabbi numerikus hibdhoz

vezet.

Erre nytajt egy megoldast az adjungalt érzékenység modszer. Tekintsiik a kdvetkezd

skalarértéki veszteségfiiggvényt :

Lu(T)) = L(u(0) + /0 Fo(t u(t))dt) = L(ODESolve(ug, £.0,T,0)),

ahol a fiiggvény bemenetét a numerikus eljraréas szolgaltatja. Ekkor az L veszteségfiiggvény
paraméterekre vonatkozo, azaz 6 szerinti gradiensét kell kiszdmolnunk az L optimalizala-

sédhoz.

El6szor meghatarozzuk, hogy a veszteségfiiggvény gradiense hogyan fiigg az u(t) rejtett

rétegektdl, azaz legyen a(t) = 8(3_(Lt) az ugynevezett adjungalt fiiggvény. Ekkor a(T') = 83(LT)
ismert és belathato, hogy a
da(t) Ofe(t,u(t))
TV

kozenséges differencial megoldasa szolgaltatja az a(t) adjungaltat. Igy a(t)-re egy olyan
differencialegyenletet kaptuk, amelynek a végén tudjuk az értékét. Tehat egy masik nume-
rikus modszerrel visszafelé haladva megkapjuk az a(t) fiiggvényt. Az egyetlen nehézség,
hogy tudnunk kell az wu(t) értékeket az egész [0, 7] intervallumon. Viszont ezen értékek
konnyen megkaphatok visszafelé szamolva az el6z6 differencidlegyenlet megoldasa kézben
az u(T) értékbdl.

10



Végiil a veszteségfiiggvény 0 szerinti gradiense kiszdmolhato a

dL T O0fe(tu(t))
7 / alty =55
integrallal. Az

a(t>Taf9<tvu(t)) és a a(t)TafG(t=u<t))

0z 00
vektor-Jacobi matrix tipusu szorzasok az ugynevezett automatikus differenciélassal kiér-

tékelhetGek f kiértékelésével Osszemérhetd koltségen.
A harom fiiggvény egy vektorba fiizhetd és egy numerikus modszerrel kiszamolhato a

kovetkezd algoritmussal.

3. Algoritmus Reverse-mode derivative of an ODE initial value problem

Input: 0,0, T, ug, %
b — %ﬁ;(T, u(T)) > Gradiens 7" szerint
so = [u(T), %,Om, —dL > Kezdeti értékek definialasa
def aug dynamics([u(t),a(t),],t,0): > Dinamika definialasa
return [fo(u(t)),t), —a(t)T9L, —a(t)T %] > Vektor-Jacobi szamolés
[1(0), 82_(LO)’ 9L1 = ODESolve(sy, augqynamics, T0, 6) > Vissza idejd megoldas
return 82—(%), g—s > Gradiensek

A gépi tanulasi modszerek egyik legjobban teljesité eszkozei a neuralis halok. Nagy
pontossag érhetd el veliikk a legtobb teriileten. Alkalmazzak Gket példaul klasszifikéci-
6s feladatokban, képfeldolgozasban és természetes nyelvfeldolgozasban. Egyik hatranya a
hosszu tanulitasi idG. A legelterjedtebb tanitasi modszer a gradiens modszer, amely a hiba-
visszaterjesztéses algoritmust hasznalja a veszteségtiiggvény gradiensének kiszamitasahoz.
Ez a modszer a rétegeken visszafele haladva szekvencialisan hatarozza meg a megfelelé
parcialis derivaltakat.

A fejezetben megismerkedtiink a neuralis differenciadlegyenletek fogalmaval, melyek te-
kinthetk egy folytonos mélységi neuralis halonak. A veszteségfiiggvény optimalizédlasban
az adjungalt érzékenység modszerén tul az MGRIT algoritmus valasztésa igéretes lehet,
mert a segitségével a megfelels kezdetiérték feldatok megoldésa parhuzamosithato, igy

megfelel6 kornyezet esetén a tanitas folyamata gyorsabba tehetd.

4. Kisérletek és tovabbi tervek

A szakdolgozatomban az itt megkezdett téméat fejezem be, ezért szeretnék par mondatot

irni a tovabbi munkarol. Az XBraid szoftver a MGRIT modszert implementélja, melyet

11



az amerikai Lawrence Livermore Nemzeti Laboratorium fejleszt [6]. A csomag egy pub-
likus GitHub repozitéoriumban elérhets. A beszamol6 irdasanak a pillanataig az ebben a
mappaban talalhato példafeladatokat sikeriilt lefuttatni az ELTE GPU szerverén. Kovet-
kez6 1épésként szeretnénk kiprobélni az algoritmust a 2.4. alfejezetben latott homogén
Dirichlet peremfeltételd hivezetési egyenleten. A célunk egy [1] &brahoz hasonlé grafikon
elkészitése. Ezutan az [I] cikkben latott eredményeket szeretnénk reprodukalni a MGRIT

algoritmust hasznalva mint differencialegyenlet megoldé modszer (ODESolve).

A beszamolém zarasaként szeretnék koszonetet mondani és hélamat kifejezni téma-
vezetém kollaboratordnak, Sidafa Condénak, az amerikai Sandia Nemzeti Laboratérium

munkatirsanak, aki az XBraid szoftver hasznalataban nyujt technikai segitséget.
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