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Bevezetés

o Neuralis kozonséges differencialegyenlet
o A rezidualis halék folytonos megfelelsi
o Tanitas: Adjungalt érzékenység (adjoint sensitivity) médszer
o Kezdetiérték-feladat

o Idébeli tobbracsos redukciés médszer (MGRIT)
o |dében parhuzamosithaté numerikus médszer kezdetiértek-feladatok
megoldasara
o Parareal algoritmus
o lterativ eljaras
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Egylépéses mddszerek

u'(t) = f(t,u(t)), tel0,T]
u(0) = up
= T a [0, T] intervallum 4§t

@ Legyen 0=ty < t; <...<tny_1 <ty

lépéskozii felosztasa.
u(0) = uo

uj = q),'(U,',]_) +gi7 I = 1)27 ey N
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Egylépéses mddszerek

J(t) = f(t,u(t)), telo,T]
u(0) = up

@ Legyen 0=ty <t1 <...<ty_1<ty=T al0,T]intervallum ot
lépéskozii felosztasa.

u(0) = up
Ui:q)i(uifl)—‘f_giv = 1727"7N
e Ha f linearis és ®;(uj—1) = Puj—1 (i =1,...,N), akkor a médszer
Au = g alakba irhat6, ahol
/
-9 |/
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Tobbracsos médszerek

@ lterativ médszer
o Klasszikus elliptikus parcialis differencialegyenletek.

@ Minden Q;, I =1,...,L racshoz tartozik egy A;u = g linearis
egyenletrendszer.

1. Algorithm 2-racsos MG az Apu, = g megoldasara

Elésimitas a finom halén up, = S(un, gn)
Rezidualis szamitasa: r, = gn — Apup
Lesziikités: ry = Rrp

Az Ayey = ry megoldasa

Prolongalas: u, = up + Pey

Utésimitas a finom halén: up, = S(up, gn)

U o o A
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Tobbracsos médszer

o Kettsnél tébb racs esetén a 4. pontban lévs egyenletrendszert nem
direkt, hanem rekurzivan oldjuk meg.

Fine
gr|d
Coarse
grid

MG V-ciklus (bal) és F-ciklus (jobb)
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Tobbracsos médszer

o Kettsnél tébb racs esetén a 4. pontban lévs egyenletrendszert nem
direkt, hanem rekurzivan oldjuk meg.

Fine
gr|d
Coarse
grid

MG V-ciklus (bal) és F-ciklus (jobb)

e Tér-id6 MG: idéfiiggd parcialis differencialegyenlet
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MGRIT

o Parareal algoritmus

@ A durva racshoz tartozé linearis egyenletrendszer mérete még mindig
tal nagy lehet

@ Rekurziv hivas egy durvabb racson — MGRIT (F-relaxalas, V-ciklus)
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MGRIT

o Parareal algoritmus

@ A durva racshoz tartozé linearis egyenletrendszer mérete még mindig
tal nagy lehet

@ Rekurziv hivas egy durvabb racson — MGRIT (F-relaxalas, V-ciklus)

@ Sok valtoztathat6é paraméter
o Egylépéses médszer
o FCF-relaxacio
o Ritkitas
o Rekurziv hivasok sorrendje
e Konvergenciat gyorsité plusz eljarasok
o Implicit médszer egylépéses médszer esetén tovabbi paraméterek
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Modell feladat

Oru(t, x) — kAu(t,x) = b(t,x), xe€Q=[0,7]9, te(0,T], £>0
u(x,0) = up(x), xeQ
u(t,x) =0, xe€dQ, tel0,T]

128
64, 1
32
16t 1

time [seconds]

| =¢time stepping
-O-V-cycle, FCF
2| -@-V-cycle, F-FCF H
- F—cyc!e, F

1 4 16 64 128 256 512 1024 2048 4096
# processors

Fi1G. 9. Time to solve Implicit2D(T = 7r2) on a 1292 x 16,385 space-time grid using sequential
time stepping and three MGRIT variants.

1. abra. A futasi id6 a processzorszam tekintetében az egyes eljarasokra nézve [2],
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Nemlinearis feladat

o Teljes approximaciés séma (Full Approximation Scheme, réviditve FAS)
o Implicit egylépéses médszer — ®; kiszamitasa = nemlinearis
egyenletrendszer megoldasa — Newton-mddszer

@ Durva racsokon nagy lépéskdz — rossz kezdGérték
o Megoldas: térbeli ritkitas
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Nemlinearis feladat

o Teljes approximaciés séma (Full Approximation Scheme, réviditve FAS)

o Implicit egylépéses médszer — ®; kiszamitasa = nemlinearis
egyenletrendszer megoldasa — Newton-mddszer

@ Durva racsokon nagy lépéskdz — rossz kezdGérték

o Megoldas: térbeli ritkitas

o Vegyiik az ©;, 1 =0,1,..., L idébeli felosztasokat a 0t, mdt, stb
lépéskozzel és minden felosztason hasznaljunk egy egylépéses
médszert. Jeldlje Ajul) = g(!) az Q-hez tartozé egyenletrendszert,
ahol A; matrixot a ®; matrix hatarozza meg. Tovabba legyen R illetve
P, az id6beli és Ry illetve Py a térbeli lesziikité illetve prolongald
operator.
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Teljes approximaciés séma (FAS)

2. Algorithm MGRIT-FAS(l)

1: if / a legdurvabb szint then

2: Oldjuk meg az A;(u'Y)) = AL(Ri(u't=)) + gV rendszert
3: else

4: Az Aj(u") = g) rendszer relaxalasa FCF-relaxaciéval

5: Rezidualis szamitasa és sziikitése injekciéval: g+ = R;(g) — A/(u"))
6: A megoldas lesziikitése: ul*t) = Ry(u")

7: if Térbeli ritkitas then

8- LD — RX(U(/H)) és gl = R(g"D);

9: end if

10: Megoldas a kovetkezd szinten: MGRIT (I + 1).

11: el1) — ,0+1) _ ()

12: if Térbeli ritkitas then

13: D) — p (1)

14: end if

15: u = 4 4 peli+D)

16: Az Aj(u") = g rendszer relaxalasa F-relaxacioval

17: end if
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Paraméterek optimalizalasa

Térbeli ritkitas
Javitott kezd6érték hasznalata a Newton-médszernél
Skip

Elss 3 iteracio alatt nagyobb tolarencia

Legdurvabb racs mérete
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Paraméterek optimalizalasa

Térbeli ritkitas

Javitott kezd6éérték hasznalata a Newton-médszernél
Skip

Elss 3 iteracio alatt nagyobb tolarencia

Legdurvabb racs mérete

Neumann hatéarfeltételii p-dimenziés Laplace feladat

ue(x,t) = V- (|[Vu(x, t)|P2Vu(x, t)) = b(x,t), x€Q, te]0,T]
|Vu(x, t)|P2Vu(x,t)-n=g(x,t), x€dQ, tel0,T]
u(x,0) = up(x), x€Q
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Eredmények
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0 1 Never No No 4 40 =16 1625 7 1135s
1 4 Never No No 4 31—=7 101s 7 7125
2 4% Never No No 4 12—2 57s 30 1717s
3 1 C points  No No 4 53 =21 91s 7 638s
4 4 C points  No No 4 42 =10 82s 7 579s
5 1 Always No No 4 8421 92s 7 647s
6 4 Always No No 4 73— 10 84s 7 591s
7 1 C points  Yes No 4 53 =21 6Gds 7 453s
8 4 C points Yes No 4 4210 58s 7 410s
9 1 Always Yes No 4 84— 21 6ls 7 429s
10 4 Always Yes No 4 73— 10 55s 7 391s
11 1 Always Yes Yes 4 84—21 56s 7 395s
12 4 Always Yes Yes 4 7—10 51s 7 360s
13 1 Always Yes Yes 16 80—+ 17 58s 7 408s
14 4 Always Yes Yes 16 7310 50s 7 354s
15 1 Always Yes Yes 64 76—13 63s 8 506s
16 4 Always Yes Yes 64 73—10 47s 8 383s

Table 4: Overall runtimes, storage costs, iteration counts and average time per itera-
tion for the various solver options, with a (64)2 x 4096 space-time grid. A * indicates
no delay in spatial coarsening.
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Eredmények
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Fig. 5: Strong scaling study for a (128)% x 16385 space-time grid, Left: 16 processors
in space, m = 16, Right: 32 processors in space, m = 4.

2. abra. Az MGRIT futasi ideje a modell feladaton [4].

Kupas Vendel Péter (ELTE) MGRIT 2022. december 22. 13 /18



Neuralis kozonséges differencialegyenletek

@ Vegyiink egy parametrizalt kezdetiérték-problémat

u'(t) = fo(t, u(t))
u(0) = wp

e Bemenet: u(0)
e Output: u(T)

@ Tanitas: adjungalt érzékenység médszer
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Adjungalt érzékenség moédszer (adjoint sensitivity method)

Tekintsiik a kovetkezd skalarértékii veszteségfiiggvényt :

L(u(T)) = L(u(0) + /0 " (6. u(£))dt) = L(ODESolve(uo. .0, T.))

Al dL P
cél: 75 meghatarozasa

Legyen a(t) = Bf(Lt) az Gn adjungalt fliiggvény

Ekkor a(T) ismert és

da(t)
dt

2660

= —a

Veégiil

dL T ot u(t)
= _/o a(t)! ——*dt

- 90
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Adjungalt érzékenség modszer

3. Algorithm Reverse-mode derivative of an ODE initial value problem

1: Input: 6,0, T uo,%

2 % = du(T f:g(T Ll( T)) D> Gradiens T szerint
3 So — [U( T), du(T ,O|9‘, %] D> Kezdeti értékek definialasa
4;  def aug dynamics([u(t),a(t), ], t,0): D> Dinamika definialasa
5 return [f@(u(t)) ) —a(t) T gz s —a(t) T gg D> Vektor-Jacobi szamolas
6 [U(O) 8(3(1_0)’ 86’] = ODESO/V@(SO, augdynamlcs T O 9) D> Vissza idejii megoldas
7 oL oL > .
Gradiensek

return 5% 55

@ Tehat egy numerikus médszerrel (ODESolve) visszafele tudjuk
meghatarozni a % gradienst.

@ MGRIT — parhuzamos tanitas
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Kisérletek és tovabbi tervek

o Eddigi futtatasok
e XBraid [6]
o Tesztfeladatok

o Tovabbi tervek

o Az 1. 4bra és a 2. abra rekonstrualasa
o XBraid kiprébalasa neuralis kézonsége differencialegyenletek
tanitasaban
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