Robusztus és kétszintii optimalizalas

Malyusz Attila Edmund
Témavezetd: Kis Tamas
2022.12.18

Bevezetés

A projektmunka zardsaként a kétszinti optimalizaldssal és annak robusztus optimalizashoz
valo kapocslatardl foglalkoztam. FEloszor bevezetem a kétszinti optimalizalas alap
definicidit, nehézségeit. Végiil bemutatok egy feladatot melyben mindkét témakor elékeriil.

Kétszintes optimalizalas

A kétszintli optimalizalasi problémak olyan optimalizalasi problémak, amelyeknél az op-
timdlis megolddsi halmaz (részben) egy masodik paraméteres feladat megolddsi halmazatol
fligg. A masodik probléma a kévetkezd

min{f(z,y) : g(z,y) <0,y € T} (1)

,ahol f: R" X R™ - R, g: R" xR™ — RP, T C R™ zart halmaz.
Legyen Y : R™ == R™ a feltételt teljesité halmaz (,ahol = pontrél halmazra képzé
fiiggvényt értink):

Y(z) ={y:g(z,y) <0} (2)

Legyen
p(r) = min{f(z,y) : g(z,y) <0,y € T} (3)
az optimadlis érték fiiggvénye. Legyen U(x) : R™ =% R™ a megoldds halmaza 1-nek. Legyen
V() ={y e Y(@)NT: f(z,y) < o)} (4)
gph¥ = {(z,y) e R" xR™ : y € ¥(z)} (5)

a grafja U-nek. Ekkor a kétszintes optimalizalasi probléma a kovetkezo:
min{F(z,y) : G(z) <0, (z,y) € gph¥,z € X} (6)

,ahol F: R" xR™ - R, G: R" = R4, X C R" zart halmaz.

1 és 6 egy két jatékos feladatként lehet értelmezni, ahol az elsé jatékos (vezetd) vélaszt egy
x-et és ezt lekommunikdlja a masodik jatékosnak (kovetd). Aki ezek utédn z-et figyelembe
véve véalaszt maganak egy optimdlis y-t amit vissza ad az els6 jatékosnak. Az elso jatékos
pedig = és y segitségével kiszamolja a sajat veszteségét. Az elsé jatékos célja a sajat
veszteségének minimalizalasa. 6 fels6 probléméanak nevezziik. 1-et pedig alsé probléménak.

Nehézségek a kétszintii optimalizalassal kapcsolatban

Vegyiik a kovetkezo esetet, ahol n =1, m = 1. Azaz az alsé és fels6 problémanak egy-egy
valtozdja van. Itt G(x) =0 és {(z,y) : g(x,y) < 0} a lehetséges pontok halmaza pedig a
vonalazott halmaz a képen. Ha x = xy esetet nézziik, akkor a lehetséges megoldasai az alsd
problamédnak 1 az xq f616tti szakasz. A mi példdnkon az als6 probléma optimalizaland6
figgvénye f(x,y) = —y. Igy az optimdlis megoldds pontosan a vastagitott vonal. Mésszdval
gphV a vastagitott vonal. Ahogy az abarn latszik a kétszintes optimalizalasi probléma
egy nem konvex feladat lesz.
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A kovekezo példahoz legyen a kovetkezo optimalizalasi feladatunk.
mmin{x2 +y:yeV(x)} (7)

, ahol
U(z) = argmin,{—zy: 0 <z <1} (8)

A U grifja a jobb oldalon ldthat6 a képen. A fels6 probléma = — F(x, U(x)) pedig a jobb
oldalon lathat6. Az graf nem egy fliggvényt ad ugyanis az érték fiigg az y € U(x) értéktdl
x = 0-ban. Ha y = 0-t mond a kovetd, akkor optimista kétszintii optimalizalasi probléméarél
beszéliink. Ha y = 1-et, akkor pesszimista kétszinti optimalizélasi problémérdl. Ha pedig
y # 0,1, akkor nincs minimuma a felsé problémanak csak infinuma.
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Optimista és pesszimista kétszintli optimalizalas

Ha a vezetd feltételezheti, hogy a kovetd egytittmokodd. Azaz a W(x) halmazbdl azt
fogja valasztani amelyik a legjobb a felso feladat célfiiggvényére. Ekkor ez a kovetkezo
figgvényt kell minimalizalni

wo(x) =min{F(z,y) :y € ¥(x)} (9)

a{r:G(z) <0,z € X} halmazon. Ez az optimista kétszint(i optimalizalas.
Abban az eseteben, ha a vezeto nem szamithat kooperaciéra. Akkor a kovetkezd fliggvényt
kapjuk.

op(z) = min{F(z,y) : y € ¥(x)} (10)

a{r:G(x) <0,z € X} halmazon. Ez a pesszimista kétszintii optimalizalas.



Linaris kétszintes optimalizalas

A linedris kétszintes optimalizalasra mar lathattunk példat 1.
A kovetkezot feladatot nevezziik linaris kétszintes optimalizaldas problamanak.

rgliyn{aTx + by : Az 4 By < ¢, (z,y) € gphV} (11)
, ahol
U(x) = argmin,{d"y : Cy < x} (12)

Az a probléma ezzel az altalanos probléma megfogalmazassal, hogy az Ax + By < c feltétel
teljestilését csak y megvalasztasa utan lehet leellenérizni. Ezeket 6sszefiiggo feltételeknek
hivjuk. Erre a problémaéra a kovetkezd példa (megtaldlhaté [6]) hivja fel a figyelmet.

min —x — 2
x7y y

subject to 2x — 3y > — 12
r+y>14
y € argming{—y : =3z +y < — 3,3z +y < 30}

A gphV(z) halmaz a vastagitott vonal. Ebben az esetben az optimélis megoldasa a
feladatnak a C' pontban van.

y -X%-2y -> min
4

|-

=y => min

10

10 X

Ha a két feltételt a fels6é problémabdl levissziik az alséba, akkor a feladat optimum most
mar a B pont.

Y4 -x-E‘y > min 4 -y => min

10

-

10 X

A kovekezdkben elkeriiljiik azt a problémat, hogy a felsd feladat feltételei fiiggenek az als6
valtozéitol. Igy a kovetkezo linearis kétszintes programozasi feladat tekintjiik

rgliyn{aT:U + by Ax < ¢, (z,y) € gph¥} (13)



, ahol
U(x) = argmin,{d"y : Cy < x} (14)

Meg lehet mutatni [5], hogy a W() leképzés grafja eléall az {(z,y)’ : Cy < x} halmaz
oldalainak az 6sszefiiggd unidjaként.

« sy

Ebbol kapjuk, hogy 13 feladat linearis optimalizalas feladat és az optimum megtalalhato
{(z,y)": Cy <z, Az < c} (15)

valamelyik csicsan. Ezen tétel bizonyitasa megtaldlhaté [1]-ban és sok algorimus alapjét
képzi.

A linedaris kétszintes optimalizdlasi problémak altalanosan N P-nehezek. Ezt a kovetkezo
tétel mutatja meg.

Tétel 1. ([4]) V € > 1-ra NP-nehéz megtaldlni egy olyan megoldasat a (11)linearis
kétszintes optimalizalas feladatnak, amely legfeljebb € szorosa az optimalis megoldasnak.

A kovetkezo példa arrdl szol, hogy egy global optimélis megoldés elvesztheti opti-
malitasat, ha hozzd adunk feltételt a feladatothoz, amely nem aktiv az optimum értéknél .
Ez egy fontos észrevétel ugyanis folytonos esetben nem igy van. A példa [3]-b8l van.
Legyen a kovetkezo feladatunk

(x = 1)+ (y = 1)* = min, (16)
,ahol y a kovetkezét (17)
0.5y% + 500y — 50zy — min (18)

Mivel az als6 probléma egy konvex optimalizélds probléma az egész téren, igy kicserdlhetjik
az optimalitas feltételekre. Igy a feladat a kovetkezo lesz

min{(z — D2+ (y— 1) : y — 50z + 500 = 0} (19)
Ennek a feladatnak az egyetlen optimalis megolddsa a (z*,y*) = (3592, 2309 )- Az optimalis

érték pedig z* = 81, 33.
Adjuk most a feladathoz az y > 0 feltételt.

(z =1+ (y—1)* = min,

,ahol y a kovetkezot
y € argmin,{0.5y + 500y — 50zy : y > 0}

Ekkor az optimélis megoldas (z,y) = (1,0). Ez az érték viszont nem optimum 18-nak. Ez
mutatja, hogy bar (z*,y*) lokdlisan optimum, de nem globéalis optimum.

Globalis algoritmus

Vegyiik a kovetkez6 két linedris kétszintes optimalizalas problémat

min{a’z + "y : Az < ¢, (z,y) € gph¥'} (20)



, ahol
Ul(z) = argmin,{z"y : By < d} (21)
és
min{a’z + 07y : Av < ¢, By < d,a"y < ¢'(x)} (22)
, ahol
ol (r) = myin{xTy : By < d} (23)

A két probléma ekvivalens és a kovetkezo algoritmust lehet adni a megoldas megtaldlasara.

1. Vélasszunk egy x°-at mely kielégiti a Az® < c feltételt és vélasszunk egy y° € ¥(z0)-t.
Allitsuk k = 1-re és Y = {y°}.

2. Oldjuk meg a kovetkez6 problémat

ng’cliyn{aTx + by Av <c,By<d,v'y <y'z,VycY} (24)

legyen a global optimum megoldas (z*, y*).

3. Ha y* € W(a*), akkor megallunk és (z*,y*) global optimalis megoldds. Ellentétes
esetben legyen

Y =Y U{y"} (25)

majd menjink a 2. lépésre.

Tétel 2. ([2]) Legyen {(z,y) : Az < ¢,By < d} korlatos. Ekkor a fenti algoritmus
megtalalj a globalis optimumat a linearis kétszintes feladatnak.

A kétszintili aroptimalizalasi probléma

Adott G = (V, E) graf, egy szolgaltatd, és S utas, akik s;-bél ¢;-be akarnak eljutni,
j=1,...,5. A szolgaltatonak p : E — R élkoltsége mertl fel. Minden utasnak van egy
u; koltség vektora az éleken, ami elére nem ismert, de azt tudjuk, hogy u € U, ahol U egy
elére ismert poliéder.

A szolgaltaté minden élhez egy q. arat akar rendelni. A ¢ vektornak egy ) poliéderbdl
kell kikeriilni. A szolgaltatd célja a hasznanak a maximalizalasasa, tudva azt, hogy
minden utas olyan ttvonalat valaszt, ami a koltségét minimalizalja. Tehat a szolgaltato
optimalizalasi problémaja

26
o 20

min {Z(q —pla; | x € Q(q,u)} >z, (27)

uelU =

ahol z = (z1,...,xg), és Q(q,u) a kovetkezo feladat optimdlis meglddsainak a halmaza:



s
minimize Z (ge + uje)zj(e)

J
subject to x; p tj)

é?é?

1,
Lj ( (Uj))a Vj,v ¢ {Sj?tj}
13,

Vi, e

Itt 2;(6(v)) = Xeesw) Ti(e), and z;(p(v)) = Xeepw) Tj(e), ahol 6(v) és p(v) a v cstcs
kimen& és bemené éleinek halmaza A kovetkezékben z;(e)-re csak a 0 < xj(e) < 1
megkotést tesszik a ze) € {0, 1} helyett.

Rogzitett tarifahoz globalisan robusztus utvonal valasztas

Rogzitsiink egy ¢ € @ tarifat. Taldlnunk kell x és u vektorokat tgy, hogy azok a
legkedezotlenebbek megoldéast adjak a szolgaltatd szamaéara, de optiamdlis az utasoknak,
azaz

minimize Z Z pe ZEJ

j=1c€E
subject to u € U,
0<ajlz;(p(t;) =120, Vi
0<a; L—x;((s5)) +12>0, Vi
0 < BjodLa;(p(v;) — 2;(8(vy)) =0, Vj,v & {s;,t;}

0< xj(e)J— Je + Uje — C(j+,e€p(tj) + &;eEJ(Sj)_

> Bt Y. Bw=0 Ve

e=p(v),v&{s;,t;} e=0(v),v¢{s;,t;}

Egy relaxalt feladat véges, diszkrét koltség halmazzal

Adott az u* koltségvektorok egy véges halmaza, ami mellett a szolgltaté probléméja
keresiink egy ¢ arazast, feltételezve, hogy az utasok a legkedvezobb valaszaikat adjak
minden egyes u* koltésgvektor esetében.

A valtozdk a q drvektor, és egy x¥ = (2, ... %) ttvektor minden u* koltségvektorhoz.
maximize 2
subject to ¢ € Q
s
+.k k
Z < ( Oéj,eEp(tj) Je€6 55) + Z )xj (6)) Vk
j=1 eck

0<a;*Laf(p(t;)) —1>0, Vjk
oga;’“ 2¥(8(s;) +1>0, Vi k
0 < Brjo L (p(v;)) — a§(8(v;)) >0, Vi, kv ¢ {s5,1;}

k +k —k
0< Ly (e)J_qe + U'j O./] e€p(ts) + aj,eeé(sy-) - Z 6’@%”_'_

e=p(v),v¢{s;,t;}



Z Bk,j,v Z 0 Vk7j7€
e=0(v),v¢{s; t;}

Legnagyobb elmozdulas megkeresése a hasznossagi térben

Adott ¢ tarifa, v’ hasznossag, ug € U*, a kovetének z tja és a vezetének egy maximum
profitja Fiue.. v = (v — up).
Cél: 9 megtalalasa.

maximize ¢
subject to ¢ € Q,

(u0+1/5) eU

Z Z —pe)zi(e) < Fpax

j=1ceE

0=aj Vi xi(p(t;) —1>0
0=a; Vj: —x;(6(s;)) +1>0
0= Bjo Vi v & {sjt;}:w5(p(v;))

L+ - _
Qe + Uje Qs ecp(t;) + Yjecs(s;)

Z Bjw + Z Biw=>0 Vie z(e)=0
e=p(v),v¢{s;,t;} e=0(v),0¢{sj,t;}

O‘j_aﬁj,vzo Vj,U
Perturbacié

A kovetkez6 perturbaciot végezziik a kapott ¢ megoldason, hogy a kéveté megodlasa erre
a ¢-ra egyedi legyen.

Legyen 7 egy permutécidja (1,...,|E|)-nek, hogy teljesiilion ¢ — Prt) < @r(t41) — Pr(t41)
Vt=1,...,|F|] — 1. Legyen TJr a legklsebb t index, amelyre ¢r;) — prr) > 0. Legyen ¢° a
perturbalt vektor a kovetkezé modon definalva.
1
Gy = Gy —E—TF + 5)5) (28)

Az algoritmus

Legyen U* = {uf} C U olyan hasznossagok dikszrét halmaza, amelyek a lehetd legrossz-
abbak a vezetonek. Minden egyes 1épésben megoldunk egy relaxalt problémat, ahol
megkerestiink egy optimdlis ¢-t a diszkrét U*-ot hasznalva. Ezt a g értéket megper-
turbaljuk. Ezek utan ezzel a q értékkel keresiink egy 1j megoldast a kovetoknek x,u. Ha
a megoldas érték tul kicsi valtozason ment at, akkor megprébalunk a hasznossag térben
elmozdulni. Ellenkez6 esetben hozzadadjuk U*-hoz.

1. Legyen U* = () és F = oo (az optimuma a vezetd probléméjanak). Valasszunk
heurisztikusan egy q értéket. Legyen az a ¢, amely maximalizalja a . ¢q; ¢ € Q
figgvényt. Menjiink a 3. 1épésre

2. Oldjuk meg a relaxalt problémat a jelenlegi U*-al. Ebbdl kapunk ¢ tarifat és F' cél
fligvény értéket.

—a;(3(v)) > 0
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3. A kapott ¢ értéket perturbaljuk d-val. fgy megkapjuk a ¢°-t. Ezek utdn oldjuk meg
a feladatot ¢’-val, hogy megkapjunk egy u’ értéket és F’ cél fiiggvény értéket.

4. Ha F és F' megfeleléen kozel van, akkor megtalaltunk egy jé ¢ tarifat és visszaadjuk
5
q°-t.

5. Ellenkez6 esetben talaltunk egy u' vezetonek kedvezétlen hasznossagot. Ekkor két
lehet6séget kiilonboztetiink meg.

(a) Ha o jelent6sen kiillonbozik minden U*-ban 1évé hasznosségtol, akkor u'-t
hozzaadjuk U*-hoz.

(b) Ha létezik u'-hoz ug € U*, amelyre minden koordinétédban legfeljebb |E| * o
mértékben kiilonbozik, akkor kerestiink egy lényegesen eltéré hasznossagot a
segitségével.

6. Ha iteracios limitet elértiik, akkor megallunk és visszadjuk a legjobb megoldést.

Példa az algoritmus futasara

Egy utasunk lesz aki A-bol B-be akar utazni. Vegyiik a kovetkezd grafot.

(%)
/

2,1,0 3,4,0

6,1,0

Az élekre irt szamok a g, u és végil p valtozokhoz tartoznak. Mégpedig q és u esetén a
max értékeket jelolik, p esetén pedig a jelenlegi értéket. Az élekre a kovetkezd sorrendben
fogunk hivatkozni a tovabbiakban. e; = (A, B), e; = (A, C), e3 = (B, C).

1. El6szér vesziink egy ¢-t amely maximalizalja a > .cx .. Mivel a példa nagyon
egyszerli, igy a megoldas a kovetkezo lesz ¢ = [2, 6, 3].

2. A perturbalas a kovetkez6 értéket adja ki g-ra § = 0.05-el ¢ = [1.975,5.925, 2.875]

3. Ezek utan a fix ¢ tarifara valé optimalis megoldds keresése feladat a kovetkezSképpen



néz ki.

minimize 1.975x1 + 5.925z9 4 2.875x3

subject to u € U
0 < afLz(eg) +z(ez) > 1
0 <ajlz(e)+x(e) <1
0 < Bipla(es) —x(e;) >0
0 <26, 12875 +u3 —af + 15 >0
0 < 2¢,15.925 + ug — af +a; >0
0<x, 11975 4+u +0a; — P15 >0

Erre az optimalis megoldas a kovetkezo.
u=1[1,0,0.075], z = [1,0, 1], ot = [5.925], «~ = [0], 8 = [0,2.975,0]. Az optimum
érték pedig 4.85.

4. A fix koltség vektorokhoz (jelenleg csak u = [1,0,0.075]) keresiink egy legjobb ¢
tarifat. A kovetkezo linearis programozas feladatot kapjuk.

minimize Z
subject to g € Q

Z ] eEp (t;) j 666 (s5) + Z xf(e)) vk

= eckE

n

0< afj_x(eg) + z(e3) > 1

0 <oy lz(en)+az(er) <1

0 < Bipla(es) —x(er) >0
0<26,12875+u3 —af +B1.5>0
0 < X, 15.925 +ug —af +a;7 >0
0<2., 11975 +u;+a; — P15 >0

Az optimélis megoldés pedig x = [0,1,0], ¢ = [2,6,2.925], o™ = [6], a~ = [0],
B =10,3,0]. Az optimum érték 6.

A diszkrét koltségek halmaza végil a kovekezd lesz u = [[1,0,0.075],[1,0,0.15]]. Az
algoritmus szerint a szolgaltato legrosszabb esetben is 6 egyésget nyerhet.
Abban az esetben, ha az élekre bevezetiink p = [1, 1, 1] koltségeket a szolgaltatonak,
az algoritmus a kovetkezoket fogja talalni. A diszkrét utilitytik a kovetkezok lesznek
= [[0.075,0,0], [0,0.85,0],[1,0,4]]. Az optmimum értéke a szolgaltaténak 3.15.

Implementalas

Az algoritmust C++-ban lett implementalva hasznalja az ELTE lemon és IBM Cplex
C++ API-t. A kovetkezo linken érheto el https://github.com/atimaly/Robust_Path_
Tariff



Bibliography

[1] W. F. Bialas and M. H. Karwan. Two-level linear programming. Management Science,
30(8):1004-1020, 1984.

2] S. Dempe and S. Franke. Solution algorithm for an optimistic linear stackelberg
problem. Computers and Operations Research, 41:277-281, 01 2014.

[3] S. Dempe and S. Lohse. Dependence of bilevel programming on irrelevant data. 2011.

[4] X. Deng. Complexity issues in bilevel linear programming. In Multilevel optimization:
Algorithms and applications, pages 149—-164. Springer, 1998.

[5] H. H. B. B. F. Nozicka, J. Guddat. Theorie der linearen parametrischen optimierung.
1974.

[6] A. G. Mersha and S. Dempe. Linear bilevel programming with upper level con-
straints depending on the lower level solution. Applied Mathematics and Computation,
180(1):247-254, 2006.

10



