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Bevezetés

Az egyéni kutatomunka téméjaul kittizott probléma a kiévetkezd volt: adott n
csticson egy graf, amely elGall két darab feszitéfa unidjaként, és egy szinezés az
¢éleken ugy, hogy minden szin pontosan kétszer fordul el§. Dontsiik el, hogy 1étezik-
e két diszjunkt tarka feszitéfa, azaz olyan feszitéfa a grafban, amely mindegyik
szinosztalybol pontosan egy élt tartalmaz.

A korébbi félévek soran kisérletet tettiink mind egy algoritmikus modszer ki-
dolgozasara, amely polinom idében megoldja a feladatot, mind pedig annak iga-
zolésara, hogy a feladat NP-teljes.

Az NP-teljességre id6kozben Bérczi, Csaji és Kiraly bizonyitast adott [I]-ben;
mig egy altaldnosabb matroidelméleti kérdés vizsgélata kozben Horsch, Kaiser és
Kriesell megvalaszolta a tarka feszit6fa probléma egy kiterjesztett valtozatéat: eb-
ben 2 helyett tetsz6leges konstans k-ra tekintjiik a feladatot, azaz adott egy graf,
amely k darab feszitGfa unidja, illetve adott egy szinezés a graf élein k mérett
szinosztalyokkal. Donstiik el, hogy létezik-e k darab éldiszjunkt tarka feszitéfa a
grafban.

A félév egy részében a k = 2 esetre adott bizonyitast probaltuk atvinni az alta-
lanosabb esetre. A kovetkezGkben roviden attekintjik a k = 2, illetve tetszéleges
k-ra adott bizonyitasokat.

A félév masik részében a tarka feszitéfa probléma egy rokon kérdését vizsgaltuk.
Adott n ponton egy graf, amely n — 1 darab feszité ki-feny6 unidja. Dontsiik el,
hogy van-e tarka ki-feny6 a grafban, azaz olyan ki-fenys, amely mind az n — 1
feny6bdl tartalmaz élt. Egy ismert sejtés szerint mindig létezik tarka feszité ki-
feny6. Ennek a sejtésnek néhany specialis esetben ismert a bizonyitasa; ezeket
az eseteket dolgoztuk fel, és probaltuk felhasznélni a latott modszereket tovabbi
specialis esetek tisztazasara, illetve az altalanos sejtés igazolésara.

A beszamoloban ismertetett allitasok, tételek koziil azoknél, ahol nincs kiilon
forras megjelolve, a témavezetém, Bérczi Kristof altal elmondott indoklasokat,
vagy azok részleteit irom le.



Tarka feszit6fak

Ebben a fejezetben a tarka feszit6fa-probléma alapjait rogzitjiik le, majd réviden
attekintjiik a probléma NP-nehézségének [I]-ben és [2]-ben taldlhato bizonyitéasat.

Egy élszinezett graf részgrafjat tarkdnak mondjuk, ha mindegyik szinosztalybol
tartalmaz élt.

Definici6. Legyen G = (V, E) egy graf n csticson, ¢ : V +— [k] egy élszinezése
G-nek. Egy H C G részgraf tarka, ha Vi € [k]|Je € E(H) : ¢(e) =i.

Erdemes megjegyezni, hogy az altalunk vizsalt esetben, azaz amikor G két
feszit6fa unidja, és minden szinosztaly 2 mérett, a tarkasag fenti definicioja feszi-
t6fakra megegyezik t6bb masik tarkasag-fogalommal is: példéul azt is kikothettiik
volna, hogy minden szinosztalybol legfeljebb egy / pontosan egy / legalabb egy élt
tartalmazzon; hiszen ha 2n — 2 él van G-ben, és mindegyik szinosztaly 2 méret,
akkor ezek a fogalmak egy n — 1 éld feszitGtara egybeesnek.

A tarka feszit6fa-probléma pontos megfogalmazasa a kovetkezd:

RSTKF (Rainbow spanning tree k-factorization):

Input: G graf, ami k darab feszitéfa unidja; és G éleinek szinezése k méretd
szinosztalyokkal.

Feladat: Létezik-e G-ben k darab éldiszjunkt tarka feszitéfa?

A kovetkezdkben ismertetjiik az ide vago eredményeket.

Tétel. (Bérczi, Csaji, Kirdly) RST2F NP-nehéz.

A bizonyitas vazlatat mutatjuk most be; a részletes bizonyitas megtalalhato [1]-
ben. Ehhez el6szor sziikségiink lesz a Monotone NAE-3-SAT-4 nyelv definici6jara.

Monotone NAE-3-SAT-4:

Input: ¢ konjunktiv normalforma, ahol nem szerepel negélt valtoz6, minden
klozban harom literal szerepel, és minden literal pontosan négy klézban szerepel.

Feladat: Létezik-e olyan kielégitése p-nek, amelyben minden kl6zban szerepel

hamisra kiértékelt literal.
Ismert, hogy a Monotone NAE-3-SAT-4 NP-nehéz probléma, lasd [3].

Bizonyitds. A tétel bizonyitasa a Monotone NAE-3-SAT-4 nyelvre vald visszave-
zetéssel torténik. Vegyiink egy ¢ = (C, X) konjunktiv normalforméat, ahol minden
¢ € C klézban pontosan hidrom nem negélt valtozo szerepel, és minden x; € X
valtozo pontosan négy klozban van benne. Ehhez fogjuk legyartani RSTkEF egy
pédanyat.

Egy x; valtozohoz vegylink fel négyszer négy grafcsicsot: u;, U;, w;, z;, p € [4].
Minden p € [4]-re u;,v;,w;,z; egy K, teljes grafot feszitsenek. Tovabba min-

den C; = {x;1, x;2, x5} klozhoz vegyiink fel harom csucsot: c{, cé, cg,;, melyek egy



haromszoget feszitsenek. Ezeket a csticsokat egy teljes parositas segitségével meg-
feleltetjiik a valtozo-csticsok kozil a z, cimkéjieknek: ha z; , az l-edik el6fordulasa
a valtozonak a klozok egy rogzitett sorrendjében, akkor zli’q és cj- kozott behtizunk
egy ¢lt, minden ¢ € [3]-ra. Végezetiil a valtozocsicsok koziil ul,i € [n],l € [4]
csticsokat azonositjuk, azaz felvesziink egy 1j r csiicsot, és mindegyik u! -lel dssze-
kotjiik két parhuzamos éllel.

Az igy kapott G = (V, E) graf cstucsainak szama 16-n+3-m+ 1, ahol n darab
valtozo és m darab kloz volt ¢-ben, tehat polinom idejd redukciot adtunk.

G éleinek szinezését a kovetkezd modon deifinaljuk:

o Az r-re illeszkedd parhuzamos élparok egy szinosztalyt alkotnak.

e Legyen z; egy valtozo, és Cji, Cja, Cjs, Cjs az x;-t tartalmazo klozok. Tovab-
bé legyen ¢} 2, szomszédja a Cj,, kloznak megfeleld hdromszdgben (p € [4]).
Legyenek a szmosztalyok akovetkezSk: {wyz), el b {vh 2l ul ) oq 4Vh s mod 41

p*p> “pCa.p
{up p Y p} {Upwp’cfz’]; 4.p+1 mod At

A fenti szinezéssel (G, c) egy példanya lesz az RST2F feladatnak. Bérczi, Csaji
és Kiraly [I]-ben megmutatta, hogy pontosan akkor lesz p-nek olyan kielégitése,
amely minden klozban tartalmaz hamisra értékelt valtozot, ha (G, c)-ben van k
darab éldiszjunkt tartka feszitéfa. Mivel a (G, c)-re vald visszavezetés polinom
ideji volt, ezért ebbdl kovetkezik, hogy RST2F NP-nehéz.

A k > 2 esetben adott bizonyitas hasonlé a k = 2 esethez, néhény apro val-
tozatast kell csak eszkozolni. Erdekes médon azonban az altalanos k esetében
adott bizonyitas nem foglalja magédban a k = 2 esetre adott bizonyitast, azt kiilon
esetként kell kezelni. Az alabbiakban felvazolt bizonyitasrészletet [2]-bdl emeltiik
ki.

Tétel. (Horsch, Kaiser, Kriesell) RSTkF NP-nehéz, ha k > 3.

A k = 2 esettel ellentétben most egy masik ismert NP-teljes nyelvre tudjuk
visszavezetni a feladatot:

k-col (k-szinezhetGség):
Input: G graf, k pozitiv egész
Feladat: Ki lehet-e szinezni a G grafot k szinnel, azaz létezik-e ¢ : V(G) —

(k] : Yuv € E(G) c(u) # c(v).

A k-col feladatrol ismert, hogy NP-teljes.

Bizonyitds. Az RSTKF feladatot a k-col feladatra vezetjiik vissza. Legyen H egy
tetszéleges graf. A visszavezetés lényegi részét képezs gadget-ek most is négy ponti
grafok lesznek.



Definicio. (Marijuana-levél) G = (V, E) graf k-marijuana-levél, ha |V| =4, és G
elsall ugy, hogy egy 4 cstcs teljes grathoz hozzavessziik az egyik csticsbol kiinduld
3 ¢él altal feszitett részgraf k — 1-szeresét.

Minden e € E(H) élhez rendeljiink hozza egy G° k — 1-marijuana-levelet. A
harom darab k — 1-szeres parhuzamos élhalmazt cimkézziik meg tetszéleges sor-
rendben ¢, F¢, F¢ cimkével, majd a kimaradt harom darab élt f¢, fo, fo cimkével
ugy, hogy az (F°, f¢), (F¢, f) és (Ff, f5) élhalmazok rendre cstcsdiszjunktak le-
gyenek.

Ezutén az el6z6 bizonyitashoz hasonléan mindegyik G¢ grafbol kivalasztunk egy
tetszoleges csicsot, és azonositjuk Gket (vagyis egy 0j r csucsot mindegyikiikkel
Osszekotiink k& parhuzamos éllel).

A k méreti szinosztalyok legyenek a kovetkezdk:

e Ve € E(H)-ra F°U f¢ egy szinosztaly

e Vv € V(H)-ralegyen ey, ..., e egy tetszéleges sorrendje a v-t tartalmazo H-
beli éleknek. Ekkor minden i € [t]-re legyen F¢ U fy'™ ™" egy szinsosztaly.

e Végiil az r cstucsba befutd k-szoros parhuzamos élek alkossanak egy-egy szin-
osztalyt.

A fenti modon elallitott G graf a k méretd szinosztalyokkal egyiitt az RSTKF
feladat egy példanya, hiszen elGall k darab éldiszjunkt feszitéfa unidjaként: ehhez
elég belatni, hogy minden e € E(H)-ra G€ el6all k darab éldiszjunkt, G°-t feszits
fa unidjaként. Ez pedig abbol kiévetkezik, hogy K, felbomlik 2 éldiszjunkt feszi-
t6fa unidjara, a maradék harom darab egy cstcsra illeszkeds, £ — 2 parhuzamos
¢lhalmazbol allo graf pedig k—2 darab K 3 unidja, amelyek mind feszitik V (G¢)-t.

Horsch, Kaiser és Kriesell belatta [2]-ben, hogy a fenti polinomialis visszaveze-
tésre teljesiil, hogy pontosan akkor szinezhet6 H jol k darab szinnel, ha G-ben a
megadott szinezés szerint van k darab éldiszjunkt tarka feszitéfa. Ebbdl adodoan
RSTKF NP-nehéz.

Nyitott kérdések

Az eredti probléma-felvetés negativ megvalaszolasa utan tobb kérdés is nyitott ma-
radt a témakoérben: Horsch, Kaiser és Kriesell [2]-ben vizsgalja azon matroidokat,
melyek alaphalmaza felbonthato két diszjunkt bézisra. Sikeiilt belatniuk, hogy
ha meg van adva egy particiés matroid is az alaphalmazon, akkor az alaphalmaz
lefedhets legfeljebb logn + 1 darab tarka bazissal (azaz olyan bazisaival az eredeti
M matroidnak, amelyek a particios matroid mindegyik osztalyabol tartalmaznak
elemet). A grafok tarka feszit6fainak kérdése a fenti probléma azon specialis esete,



amikor a matroid egy grafikus matroid, és felbomlik két diszjunkt feszitéfara, va-
lamint a particiés matroid az éleket 2 elemi szinosztalyokra particionalja. Horsch,
Kaiser és Kriesell eredménye szerint ekkor a G graf alaphalmazarél ugyan nem
donthets el, hogy felbomlik-e két diszjunkt feszitéfara, de bizosan lefedhetd leg-
feljebb logn darab tarka feszitéfaval. Egy tovabbi vizsgalandé kérdés lehet, hogy
a logn-es fels6 korlat javithato-e a grafikus matroid esetében, optimalis esetben
le lehet-e vinni konstansra az értékét. A kordbban bemutatott NP-teljességi ered-
mény szerint a szoban forgd érték biztosan nagyobb ketténél, de 2 és logn kozott
mas értékeket egyelére nem lehet kizarni.

Tarka feszité ki-fenySk
A feladat megértéséhez sziikséges alapfogalmakat a kovetkezékben definialjuk.

Definiciéo. Egy D = (V, A) irdnyitott graf r gyokert ki-fenyd, ha az élei az iranyi-
tastol eltekinte fat feszitenek, és Vo € Vv # r 1 §;,(v) = 1.

Definici6. Legyen D = (V, A) egy iranyitott graf, mely k darab éldiszjunkt feszits
ki-feny6 unidja. Egy D’ C D részgraf tarka, ha mind a k feny6bdl tartalmaz élt.

A témakor alapvetd probléméja a fenti definiciokkal a kdvetkezé modon fogal-
mazhaté meg:

Input: Egy D = (V, A) digraf, amely n — 1 darab feszitd ki-feny6 unioja.
Feladat: Létezik-e D-ben tarka feszit6 ki-fenys?

Az el6z6 fejezethez hasonloan itt is igaz lesz, hogy a részgraf tarkasagat mas
modon is definidlhattuk volna: azt a feltételt, hogy mindegyik feszitd ki-feny&bol
tartalmaz élt, lecserélhettiik volna arra a feltételre, hogy mindegyik feszits ki-
feny&bdl legfeljebb egy / pontosan egy élt tartalmaz. Ezek az alternativ definiciok
ugyanis megegyeznek abban az esetben, amikor a szoban forgd D’ részgraf feszits
ki-feny6, amelynek tehat n — 1 éle van, és igy valoban ekvivalens a feltételek, hogy
mind az n — 1 szinosztalybol legfeljebb egy / legalabb egy / pontosan egy élt
tartalmaznak.

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti észrevétellel a kérdés a tarka feszitofak
esetéhez hasonloan atfogalmazhaté matroidelméleti feladatta: ekkor tehat adott
egy S alaphalmaz, és rajta harom kiilonb6z6 matroid: egy grafikus, és két particios
(az egyik particios matroid az egy csucsra illeszkedd élek koziil valaszt ki legfeljebb
egyet, amely abba a csticsba fog mutatni; a masik particios matroid pedig az |S|—1
darab fenyG éleit mint particios osztalyokat tartalmazza). Ekkor a tarka feszits



ki-feny6 megfelel a harom matroid egy kozos bazisanak. Aharoni és Berger [4]-ben
és [5]-ben vizsgaltak hasonlo jellegii kérdéseket.

A feladat nehézségét mutatja, hogy azt eldonteni, hogy létezik-e adott gyokér-
pontt feszits tarka kifenyd, NP-nehéz feladat. Olyan bizonyités tehat nem varhato,
amely a graf egy rogzitett csticsabol épiti fel a fenyGt. Természetes lenne ugyanis
az Otlet, hogy mivel n — 1 feny6 van egy n csics grafban, ezért a graf (egyik)
azon csucsat valasszuk a potencialis tarka feny6 gyokerének, amely egyik fenyének
sem gyOkere. A megjegyzés értelmében ez nem lehet miikédGképes stratégia; és
rdadésul nem is mindig 1étezik fenyé ilyen gyokérrel. Ha példaul az n — 1 feny6t
ugy valasztjuk, hogy a gyokeriik kozos legyen, akkor a tarka fenys gyokerének
sziikségéppen meg kell egyeznie a kozos gyokérrel.

Ismert esetek

A tovabbiakban részletezziik a sejtés néhany specialis esetét. Az egyik legegysze-
riibben tisztazhato eset, amikor mindegyik fenyének ugyan az a cstcs a gyokere.

Allitas. Legyen D = (V, A) iranyitott graf, és r € V cstics. Tegyiik fel, hogy
A élhalmaz felbonthato |V| — 1 darab r gyokerd feszit6 ki-feny6 uniojara. Ekkor
létezik D-ben tarka feszits ki-fenyd.

Ebben az esetben a moho algoritmus egy tarka feszité ki-feny6t szolgaltat,
amely raadasul r gyokert lesz: épitsiik fel r-bdl kiindulva az F' ki-feny6t; legyen az
aktuélis F' csticshalmaza X. Amig X # V, addig egy v € V — X csticsra létezik ut
r-bél mind az n — 1 feny6ben. Vegyiink egy feny6t, amelynek még nem hasznaltuk
fel egyetlen élét sem (ilyen létezik, hiszen X # V), majd vegyiik hozza F-hez a
fenti feny6 azon élét, amely az rv uton elGszor kilép X-bsl. A kapott F' szintén
fenyé lesz, amely nem tartalmazza egyazon fenyd két kiillonbozé élét.

Elsfordulhat, hogy az n — 1 feny6 néhany gyokere egybeesik, ezért ezekre kiilon
definicidt vezetiink be:

Definici6. Egy v € V' cstcs multigyokér, ha az n — 1 feny6 kozott legalabb ketté
van, melynek gyokere v.

A fenti allitds természetes kiterjesztése az az eset, amikor két cstcs kozott
oszlanak el a fenyGk gyokeret; a sejtés ebben az esetben is igaz.

Allitas. Tegyiik fel, hogy D-ben két multigyokér van, és mindegyik fenys gyokere
egybeesik a két multigyokér valamelyikével. Ekkor D-ben van tarka feszité ki-
fenya.



Bizonyitds. Legyen vy és vy a két multigyokér. Epitsiink fel mohé modon egy vy és
egy vy gyokerti tarka be-feny6t (F és Fy); a felhasznalt szinek szama legyen rendre
c1 és co. Ekkor a tarkasag miatt ¢y és ¢y él, és igy ¢; + 1 és ¢ + 1 cstics van a két
feny6ben. Masrészt mivel minden szint felhasznaltunk, ezért ¢; + ¢y = n — 1, azaz
c1+1+c+1=n+1, tehat van kozos csicsa a két fenyének. Ebbdl a csticsbol
tarka uton elérhetd Fi-ben vy, és ezen szinektsl kiilonbo6zd szineket tartalmazo
tarka dton Fs-ben v,. Ezutén a fel nem hasznalt szinekbdl az el6z8 indoklasban
latott moédon moh6 moédon kiegészithetjiik a két utat az egész graf egy tarka feszits
ki-fenygjéve.

Egy altalanosabban megfogalmazott eset (amely magaban foglalja az el6z6 két
specialis esetet), ha D-ben legfeljebb két multigyokér van.

Allitas. Tegyiik fel, hogy D-ben legfeljebb két multigyokér van. Ekkor létezik
tarka feszit6 ki-fenyé D-ben.

A bizonyitas alapgondolata a kovetkezs: elég egy olyan tarka ki-fenyét mutatni,
amely eléri a multigyokereket (ez egyébként 2 helyett tetszdlegesen sok multigyo-
kérre is igaz lesz); ekkor ugyanis meggondolhat6, hogy moh6 modon, még nem
hasznalt szinek hozzavételével a feny6 kibGvithets a teljes graf egy tarka feszitd
ki-fenygjéve.

Egy ilyen tarka feny6 megléte pedig a korabbiakhoz hasonloéan igazolhato: ve-
gyiink a két multigyokérbél, vi-bél és vo-bdl egy-egy tarka, v — 1 illetve vy gyokeri
be-feny6t (az Fy feny6t azon szinekbdl épitsiik fel, amelyeknek megfelel§ fenydk
vg-ben gydkereznek, és forditva). Megallaskor két esetet kiilonboztetiink meg: ha
V(Fy) N V(Fy) # 0, akkor az el6z6 feladat bizonyitésa szo szerint megismételhe-
t6. Ellenkezs esetben a két fenyS c; + 1 illetve o + 1 méretére teljesiil, hogy a
V(Fy) UV (Fy)-n kiviili n — (¢; + ¢o + 2) pont mindegyike legfeljebb egy feny6nek a
gyokere, mésrészt még n— (¢1 + co + 1) fenydbdl nem hasznaltunk élt. Ekkor tehat
V(Fy) U V(F,)-ben van olyan pont, amely egy eleddig nem hasznalt fenyd gyoke-
re. Ha ez V(F})-ben van, akkor vegyiink hozza F»-hoz egy ilyen szind V (F;)-be
belépd élt, ha pedig V (F3y)-ben, akkor Fi-hez; majd iteraljunk. Ezzel a modszer-
rel eljutunk egy olyan felallashoz, amikor V(Fy) NV (Fy) # 0, és az el6z6 eset
alkalmazhato.

A multigyokerek szamat figyelembe vevs esetek koziil a kiévetkezd 1épés az
lenne, amikor 3 multigyokeret is megengediink. Ekkor azonban a korabbi gon-
dolatmenetek nem alkalmazhatoak, és eddig nem talaltunk alternativ bizonyitési
Otleteket.

Egy természetes ut lenne mind a multigyokerek szamara, mind egy altalano-
sabban vett indukcio, de tobb, a feladat jellegébdl fakadd nehézség is azt sejteti,
hogy teljesen altalanos esetben egy indukcids bizonyitas nem feltétleniil miikodik.



A kutatas soran kiprobaltunk otleteket, melyek élek Osszehuzasaval/ elhagyasaval
tesznek kisérletet az n — 1 feny6rsl n — 2-re valod visszalépésre, de néhany speciélis
esetet leszamitva nem vezettek eredményre.

Ez alol az egyik kivétel, amikor mindegyik fenyé egy csillag. Ekkor ugyanis az
egyik csillag éleit és r gyokerét tordlve, a maradék csillagok éleit at tudjuk pakolni
ugy, hogy miikddjon a visszavezetés: ha egy r-t6l kiilonbozé gyokerti csillag gyokere
r’, akkor az r-re illeszkedd éleket atpakoljuk r’-re (r'r él eltiinik, rv él helyett pedig
r'v élt vesziink be); mig egy r gyokert csillag esetén r torlése utan kijeloliink egy
masik csticsot a csillag gyokerének, és az éleket atpakoljuk az uj gyokérre: rv élbdl
r'v élt csindlunk, ahol r" volt az Gjonnan kijelolt gyokér. Be lehet latni, hogy ezzel
a visszavezetéssel teljesiil, hogy ha van tarka feszitéfa a modositéds utan, akkor
elstte is volt. Ebbdl kovetkezik az alabbi allités:

Allitas. Tegyiik fel, hogy D = (V, A) |V| — 1 darab feszit6 ki-feny6 unioja, ahol
mindegyik fenyd alapgréfja egy csillag. EKkor D-ben van tarka feszit6 ki-fenyd.

A visszavezetés érvényességéhez fontos kiemelni, hogy az élek atpakolasa és a
gyokér torlése utan a fenydk tovabbra is csillagok maradnak.

A csillagok specialis esetébdl kiindulva egy tjabb iranyt tudtunk kijelolni. A
fenySk alapgrafja (tehat amit ugy kapunk, hogy az iranyitast elhagyjuk) jatszott
fontos szerepet, ezért megnéztiink olyan specialis eseteket, amikor az alapgrafokra
szabunk ki valamilyen feltételt.

Ennek a megkozelitésnek az els6 eredménye az alabbi allitas:

Definici6é. Legyen D = (V, A) iranyitott graf. D alapgrafja G = (V, E), ahol
E = {(u,v) € V*:uv € A vagy vu € A}.

Allitas. Legyen D = (V, A) |V|—1 darab feszit6 ki-fenys unioja, melyek alapgrafja
megegyezik. Ekkor D-ben létezik tarka feszits ki-fenyd.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy tetszGleges v € V' csticsot, tekintsiik a G alapgrafot
mint egy v gyokerti fat. Legyen w egy olyan cstics, amelyre teljesiil hogy a benne
gyokerez6 T, részfaban talalhato fenys-gyokerek szama legalabb |V — T,,|. Ilyen
csucs létezik, mert minden u-ra T, és V — T, kozil az egyikre ez teljesiil, és ha
V —T,-ra teljesiil, akkor v helyett masik gyokeret valasztunk. Ekkor w-bsl V —T,,
csucsait el tudjuk érni |V — T,,| szint (melyek gyokere T,,-ben van) tartalmazo
tarka feny6vel. Ezutan V' — T),-t és a felhasznalt szind feszit§ ki-fenyGket toroljiik
ki D-bél. A w-re szabott feltétel szerint a maradék grafban T, darab fenys maradt
meg, igy indukcioval kapunk egy T,,-t feszits tarka ki-feny6t. Ehhez vegyiik hozzé
a w gyokerd, V —T,-t feszits tarka ki-feny6t, amivel egy V-t feszits tarka ki-fenyd
adodik.



Az a feltétel, hogy a fenySk alapgrafja megegyezik, atfogalmazhato ugy is,
hogy az alapgrafok unidja egy fat feszit, hiszen ekkor sziikségképpen mindegyik
feny6 alapgrafja megegyezik a kozosen feszitett faval. A kutatés jelenlegi fazisaban
vizsgaljuk azt az esetet, amikor lecseréljiik ezt a feltételt arra, hogy az alapgrafok
egy kort feszitenek. EKkor persze a kor egy Hamilton-kor, és a fenySk alapgrafja
mind Hamilton-utak. A sejtés egyszertien belathaté abban a specialis esetben,
amikor a feny6k maguk is irdnyitott utak; de az altalanosabb esetben még nem
sikeriilt igazolni.

Nyitott kérdések

A kutatas soréan a problémafelvetésben megfogalmazott altalanos kérdés tiszta-
zasa mellett a specidlis esetek megértésére is erdfeszitéseket tettiink, hogy az itt
kinyert eredményeket, modszereket sikerrel alkalmazhassuk a tarka feszit6 ki-fenyé
meglétének igazolasara. Az altalanos sejtés igazolasa még varat magara; az ehhez
vezetd Ut elsd lépése lehet a kordbbiakban vazolt eset, amelynél az n — 1 darab
tarka feszit$ ki-fenyS alapgrafjai egy kort feszitenek.



Irodalomjegyzék

[1] K. Bérczi, G. K. Csaji, T. Kiraly, On the complexity of packing rainbow span-
ning trees, arXiv:2206.11924, 2022.

[2] Florian Horsch, Tomas Kaiser, Matthias Kriesell, Rainbow bases in matroids,
arXiv:2206.10322, 2022

[3] S. Porschen, T. Schmidt, E. Speckenmeyer, and A. Wotzlaw. XSAT and NAE-
SAT of linear CNF classes. Discrete Applied Mathematics, 167:1-14, 2014.

[4] R. Aharoni and E. Berger. The intersection of a matroid and a simplicial comp-
lex. Transactions of the American Mathematical Society, 358(11):4895-4917,
2006.

[5] R. Aharoni, E. Berger, and R. Ziv. The edge covering number of the intersection
of two matroids. Discrete Mathematics, 312(1):81-85, 2012.

10



