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Bevezetés

Lineéris és egészértéki programozas tanulmanyaim soran a megoldando feladatok es-
tén mindig feltételeztiik, hogy az adott elemek pontosan kimért adatok. Ez viszont hibara
adhat lehet&séget, hiszen az adatok legtobbszér mért adatok, melyek igy pontatlanok le-
hetnek. Mért adatokkal kapcsolatban felmeriils problémék alatt olyanra kell gondolni,
hogy egyzertien mérési hiba (fizikai méréseknél ez szinte mindig eléfordul), vagy az adott
adat eleve csak kozelitve van statisztikai modszerekkel, mint példail kereslet adott ter-
mékekre. Igy természetesen meriil fel, hogy valtozo adatok mellett a feladatra adott
megoldasunk még mindig kielégitse a feltételeket és ezeken beliil optimélis legyen, azaz
robusztus.

Régebbi modellek

Az els6 probalkozas ezen feladat megoldaséara Soystertdl jott [5]. Soyster egy olyan li-
neéris optimalizalasi modellt adott melyben a megoldasnak megengedettnek kellett lennie
minden olyan adatra amely egy konvex halmazbol szarmazik. A kapott modellel viszont
az volt a probléma, hogy tilsdgosan messze keriilt a robusztus optimélis megoldas a
kapott adatokbdl szamolt optimalis megoldéstol.
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Ahol K; konvex halmazok a bizonytalansagi halmazok és A; pedig az oszlopai a mat-

rixnak. Soyster megmutatta, hogy a fenti feladat megegyezzik a kovetkezs linearis prog-
rammal.
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, ahol a;; = supa;er; (Aij)-
Egymaéstol fiiggetleniil Ben-Tal és Nemirovski [I], El-Ghaoui [4], is azon dolgozott, hogy



a robusztus feladat optimalis megoldas értéke ne legyen tal tavol a kapott értékekbdl
szamolt optimumto6l. Az & megoldasukban ellipszioid bizonytalansédgot vizsgéltak amit
visszavezettek kvadratikus optimalizalasi problémara. Ezen médszer problémaja az volt,
hogy lassabb lett a megoldas kiszamoléasa a kvadratikus feladat miatt.

Berstimas-Sim modell

A félév soran a Bertsimas-Sim [3], [2] féle modellel foglalkoztam. Ehhez tekintsiik a
kovetkezd lineéris optimalizalési feladatot.
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1. Allitas. [3] Feltehetjiik, hogy a bizonytalansdg egyediil az A mdtrizot érinti.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy b; bizonytalan, ekkor a;x — b;z < 1-et hozzadva és z-t 1-re
rogzitve kikiiszoboljiikk a bizonytalansagot.

Tegyiik fel, hogy c-ben szerepelnek bizonytalan eggyiithatok, ekkor z — cx < 0 és a
maximalizalandé kifejezést z-re cserélve megint kikoszobiiltiik a bizonytalansagot.

A kovetkezs féleképpen fogjuk modellezni a bizonytalansagot a méatrixban. Vegyiik
A egy sorat és legyen J; azon eggyiithatok halmaza az i. sorban melyek bizonytalanok.
Minden a;j;, j € J; eggylithato egy a;; random véltozo, mely a [a;; —Gij, a;j+ a;5] interval-
lumbdl vesz felértéket és szimmetrikus az adott intervallumra. Ezen kivil még definialjuk
a nij = (Gij — aij)/a;; random valtozot mely szimmetrikus és [0, 1] intervallumbol veszi
fel értékeit.
Minden i-re bevezetiink egy I'; valtozot, mely a [0, |J;|] intervallumbol vesz fel értékeke-
ket. T'; az feladat robusztussagat alakitja, mégpedig azt jelenti, hogy az adott sorban | T |
maximum mennyi egylitthato valtoztatja meg értékét és egy a;; egytitthato (I';— |I'; | )a;j-
vel.
A kovetkezdkben megmutatjuk, hogy az igy kapott problémat megtudjuk oldani linearis
programozassal. Ezen kivil az is igazolhato, hogy ha tobb mint |I'; | egyiitthato valtozik,
akkor is még megengedett a kapott megoldésunk nagy valészintiséggel.
Tekintsiik a kovetkezs jelenleg még nem lineéris formalizaciojat a probléménak (1).
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Legyen Bi(x, 1) = mawz(s,(s,c,.5=5:[} 2jes, Gijlz;l- Ha I'i = 0, akkor Bi(z,I'i) =
0. Ha pedig I'; = |J;|, akkor Soyster modelljét kapjuk vissza.
Azért, hogy a feladatot LP feladatként tudjuk megfogalmazni a kévetkezd allitasra van
sziikségiink.

2. Allitas. [3] Legyen adva egy x* vektor, ekkor B;(z,T;) = MAT (5,5, J.,S=7:|} 2ojes; ijlTs]
megeggyezik a kovetkezdz linedris programozdsi feladat optimum értékével

/Bi(x, Fi) = maximize Z dij\x;]zij
JES;
subject to Z zij < Ty,
J€J;
0<z%;<1VjeJ;

Bizonyitds. Az LP feladat megoldasa ugy fog kinézni, hogy |I';] db 1l-es és egy valtozd
I'; — |T'i]. Ez pedig ekvivalens a ; definicidjaban 1évs halmaz kivalasztasahoz.

3. Tétel. [3] (1)-nek a kovetkezd linedris programizdsi feladat felel meg:
maximize cx

subject to Z aijxj + zili + Z pij < bi,Vi,

J JE€Ji
Zi + pij > Qiy; Vi,j € Ji,
—yj <z <vy;j Vj,
lj < @y V3,
pij > 0 Vi,j € Ji,
yj =0 Vj,
z; >0 Vi

A kapott linearis programozasi feladatnak n 4+ k + 1 valtozoja és m + k + n feltétele
van, ahol k =), |J;|.

Egészértéki modell

Ha esetleg egészértéki valtozos az x vektorunk vagy csak néhany valtozoja egész.
Akkor egy nagyon hasonlé formalizéciot tudunk felirni (tovabbiakért lasd. [2]).
A tovabbiakban kombinatorikus problémak robusztus valtozatait nézziik meg. Adott
X C€{0,1}" halmaz és a kovetkezd opimalizlalsi feladat

maximize c¢x

subject to x € X



, ahol ¢ minden ¢; eleme a [¢j,¢; +d;], dj >0, j € N ={1,2,...n} intervallumbol veszi
fel értékeit. Szeretnénk egy x € X megoldést talalni amely minimalizalja a cx koltséget,
ha legfeljebb I' egyiitthato valtozhat meg. Azaz (2)

Z* = maximize cx + max{5|5§N7|5|§p} Z dja:j
jes
subject to x € X

A tovabbiakban feltessziik, hogy d; csokkend sorrendbe vannak rendezve, azaz dy >
do > --- > dy, és legyen d,+1 = 0. Ezen feladattal olyan problémakat vettiink egy kalap
ala, mint legrévidebb 1t, legolcsoébb feszitéfa, matroid metszet, utazé igynok probléma.
A kovetkezd tétel azt mutatja meg, hogy ha polinomialis az alap probléménk, akkor a
robusztus valtozatot is polinomialis idében tudjuk megoldani.

4. Tétel. A (2) feladat megoldasa megkaphaté n+ 1 feladat megolddsdbdl:
Z* = minl:17._.7n+1Gl, ahol

l
G' = maximize T'd; + min(ca + Z(dj —dj)x;)
j=1
subject to x € X

Van mség egy kivalo tulajdonsaga a (2)-es robusztus optimalizalasi problémanak még-
pedig, hogy ha az eredeti feladatnak van egy a kozelit§ algoritmusa, akkor tudunk ké-
sziteni egy polinomiélis algoritmust amely a robusztus feladatra ad « kozelité megoldést
(tovabbiakért lasd [2]).

Meérés

A legrévidebb ut problémat vettiik a [2] cikkbdl. Adott egy D = (V U {s,t}, A) gra-
funk, ¢;; (4,7) € A nem negativ koltségekkel az éleken. A legrévidebb utat keressiik s-bél
t-be. A grafot és az élkoltségeket a kovetkezSképpen generdltuk. Vegyiik az 2 dimenzios
sikot. Legyen az s a (0,0), t pedig (1, 1) ezek utan generaljunk pontokat a [0, 1] x [0, 1]
tégalalban. Legyen c;; az euklideszi tavolsidg 7 és j altal meghatazott pontok kozott, ha
fut él koztiik. Legyen d;; pedig yc;; ahol y egyenletes eloszlast a [0, 8] intervallumon.

I' = 0,3,6,10-re mérjiik meg a robusztus legrévidebb utat. Azt is mérjiik, hogy ha
minden élen 0.1 valoszintiséggel c¢;; + d;j-re valtoztatjuk a kéltséget, akkor az igy kapott
grafban mennyi a legrévidebb tut.

A kapott méréseink alapjan a robusztus legrévidebb ut mindig megegyezik I' = 3,6, 10-
re, és csak ritkan érhet6 el az, hogy kiilonb6zzon a robusztus megoldas értéke I' = 6, 10-ra.
Ha valaki szeretné futtatni a programot, az let6ltheti innen https://github.com/atimaly/
Robust_Shortest_Path.


https://github.com/atimaly/Robust_Shortest_Path
https://github.com/atimaly/Robust_Shortest_Path
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