Forszolas alkalmazasa topologikus terek
konstrualasara

Székely Akos

Témavezet6: Soukup Lajos

1. Diszpergalt terek

Legyen (X, 1) topologikus tér. A tovabbiakban sziikség lesz az aldbbi fogalmakra:

(i) Transzfinit rekurziéval definidljuk az I operaciét a kévetkezképpen: Iy := iso(X)
(ahol iso(X) = X \ X', azaz X izolalt pontjainak Gsszessége) és ha (I : f < a) adott
mar, akkor legyen I, = iso(X \ U{Is : f < a}). Szamossagi megfontolasbol kovetkezik,
hogy da € On : B > a : Ig = 1, igy van legkisebb ilyen rendszam is, jelolje ezt ht(X).
Az X tér szamossagsorozata SEC(X) := (|1,] : a« < ht(X)).

(ii) Az X teret diszpergdltnak (scattered) mondjuk, ha VY C X :iso(Y) # ). A lokélisan
kompakt, T2, diszpergdlt tereket roviden LCS tereknek hivjuk a tovabbiakban.

Alapkérdés: Létezik-e (X, 7) tér adott szamossdgsorozattal? Egy konkrétabb kérdés:
van-e (X, 7) LCS, 0 dimenzids tér, melyre SEC(X) = (w),,

1.1 Allitas. Con(ZFC + 3(X,7): LCS, 0 dim, SEC(X) = (w),)
Bizonyitas.

={(Au,d): A€ wxw]Au:A—P(A) Ai: AP = [A]TA
V(n,a) € A:u(n,a) Nw x {a} ={(n,a)} ANu(n,a) Cw x (a+ 1)A
V(k,a),(l,5) € A((1,B) € u(k,a) = u(l, B) C u(k, a)A
u(l, B) Nu(k,a) #0 — V(m,v) € u(l, ) Nu(k,a) :
A(r,0) € il{(k,a), (I, B)}) : (r;0) € ull, B) Nulk, ) A (m, ) € u(r,6))}
V(A,u,1),(B,v,j) € P esetén definidljuk:
(A u,i) < (B,v,j) <> BCAAVYr € B:u(z)NB=v(z)Ai|[B]? =]

Ellenérizhet6, hogy (P, <) poset. Belatjuk, hogy ccc. p € P esetén jelolje X? = pry(AP)
a masodik koordinatara valé vetiiletet.



1.2 Definicié. p,q € P ikrek, ha | X?| = | X 9], max X? N X? < min X? \ X9 max X?\ X7 <
min X7\ X? és az n,, : XP — X7 természetes rendezés-izomorfizmus felemelhetd AP és

A% kozotti m,, + AP — A% bijekciovd a kovetkezdképpen: V(n,a) € AP : f,,(n,a) =
(n, Mpqg(c)) melyre tovdbbd teljesil, hogy Y,y € AP : ul(f,4(x)) = 7 q(uP(x), valamint
1({7p.q(2), Tpg(¥)}) = Tpg(P({x,y})) (ami tulajdonképpen azt jelenti, hogy az 7y, bijek-
cid mentén dthiuzva az ui, 19 figguényeket AP-re éppen uP,iP-t kapjuk).

1.3 Allitas. Legyenek p,q € P ikrek. Ekkor 3r € P:r < p,q.

Bizonyitds. Definidljuk az r feltételt a kdvetkezOképpen: A" := AP U A4,

P({z,y}) ,zy€ A
P AP

o () = {“q“) e T = i) wy e A
ui@) @ e AT\ AP AT p e AP\ ATy € AT\ AP

Mivel n,, [ XPNX9 = d, igy 7,4 [ AP N A? = id és emiatt i" joldefinidlt. Konnyen
ellendrizhetd, hogy r = (A", u",i") € P és valéban r < p,q. B

Legyen (p, : o < wy) feltételek egy wi-es rendszere. Az (XP> : o < wj) rendszerre
(amelyrdl az eredeti sorozat ritkitdsaval feltehets, hogy paronként kiilénbo6zé, azonos
szamossagu (legyen ez n < w) elemekbdl 4ll) az alapmodellben alkalmazva a A-rendszer
lemmét és eszerint tovabb ritkitva a fenti sorozatot feltehetd, hogy (XP* : a < wy)
A-rendszer A € [wi]<¥ maggal. Amennyiben A = () gy

Va, B < wy @ (AP U AP uP> JuPs P> Ui U{({x,y},0) : x € AP,y € AT}) < pa,pp

emiatt feltehet, hogy A # (. Transzfinit rekurziéval konstrudlunk egy (., : v < wy)
sorozatot a kovetkezdk szerint: mivel max A megszamlalhaté rendszam, igy day < wy :
max A < min XP« \ A. Ha (., : v < ), 5 < w; kész, akkor legyen

ag =min{d < w; : min X \ A > sup({X?P> : v < B} U{ay : vy < S})}

R

lalhato rendszamhalmaz suprémuma, igy < wq). Jelolje ¢, : XP* — n a természetes
rendezésizomorfizmust.Mivel a (@, (pro({n} X w; N AP*)) : n < w) € “P(n) sorozatok
csak megszamlalhat6 félék, igy tovabbi ritkitassal feltehetd, hogy a ( XPov : v < wy) so-
rozatban Vy < § < wy esetén az 1y, ,,. + XP — XP természetes rendezésizomorfizmus
felemelddik AP» — APs bijekciova amely a pq.,pa, feltételek kozott egy izomorfizmust
1étesit az ikerség definicidja szerint. Igy a (Pa, 17 < wi) sorozat elemei paronként ikrek
tehat az elozo allitas szerint paronként kompatibilisek és igy P ccc.



Legyen G C P egy M-generikus filter (M az alapmodell) és V(n,a) € w X wi-re legyen
V(n,a) = U{uP(n,a) : p € G}. Belatjuk, hogy a (V(n,a) : n < w,a < wy) rendszer
rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

(i) V(n,a) ewxw :V(n,a)Nwx{a} ={(n,a)},V(n,a) Cwx (a+1)

(i) V(n,a),(m,B) €w xwy:(m,B) € V(in,a) = V(m,[) C V(n,«a)

(i) V(n,a) ewxwVB <a:|V(n,a)Nwx {f} =w

(iiii) Ha (n,a) € w X w1, A € [w X w1]<¥ olyan, melyre Vy € A : (n,«a) &€ V(y), akkor
vy <a:|(V(n,a) \U{V(y) :y € A}) Nw x {7}] = w.

(v) ¥Y(n,a), (m,8) € wx wy : V(n,a) NV(m,B) #0 — A € [V(n,a) NV (m, B)]~* :
V(n,a) NV(m,B) = H{V(k,~v): (k,v) € A}

(i): * € w X w esetén legyen I} = {p € P:x € AP}. Ekkor 2} C P sfirfi: hap € P és
x & AP akkor ¢ = (AP U {z},u? U {(z,{z})}, P U{({z,y},0) : y € AP}) € P és lathato,
hogy ¢ < p.

Emiatt V(n,a) € w x w; : GN DL #0 — V(n,a) # 0 és mivel Vp € P : (n,a) € AP —
uP(n, a)-ra teljesiilnek az (i)-ben megkoveteltek, igy V (n, a)-ra is.

(ii): Azon mulik, hogy két G-beli elemnek van kozos G-beli kiterjesztése illetve, hogy a
(ii)-beli tulajdonsaggal rendelkezik barmely u?(p € P), melyre (n, «), (m, 3) € AP.

(iii): n, k € w, f < a < w; esetén legyen

Doy ={p€P:(n,a) € A’ = 3Im>k:(m,B) e A’ A(m,p) € uP(n,a)}

Ekkor 2, 13 C P stirti: hap € P (n,a) € AP, akkor mivel [AP| < w ezért Im > k :
(m, B) ¢ AP. Definidljuk a g-t a kovetkezéképpen: A7 := AP U {(m, )},
() €A, (n,0) ¢ w(z)
ul(z) == quP(x) U{(m,B)} ,z€ AP (n,a)€ uP(x)
{(m, )} o= (m, )
. P ({x, .o,y € AP
TICMVES SO (R y
{(m,B)} ,egyik € A", mésik = (m, 3)

Nem nehéz belatni, hogy ¢ € P ésigy q € @(Qn,a),k,ﬁ is teljesiil, valamint ¢ < p. Igy ha
p € G olyan, melyre (n,a) € AP ((i)-ben lattuk, hogy van ilyen), akkor mivel Q(Qn,a),k,ﬁ
stirti p alatt kovetkezik, hogy G N2, 15 # 0 — pri(V(n, ) Nw x {B}) N [k, w[# 0.
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Mivel k tetsz6leges igy (iii) adodik.

mi1): (n,a) € w X wy, A € |w X w , k€ w,y < aesetén a
A <w I ~ ,

.@(?’nm’A’%k ={peP:{(na)fUAC A AVy€ A:(n,a) € ul(y) —
N>k ()€ AA(1Y) €u(na) \U{uP(y) 1y € A}}

halmazok sfirtiek P-ben, amit a (iii)-beli q kiterjesztésbél lathatunk. Igy (iii)-hoz hason-
16an adédik (iiii).

(v): ha V(n,a),(m,B) € w x wi-re V(n,a) NV (m,3) # 0 — Ip,q € G : uP(n, )
ul(m,B) # 0. Legyenr € G :r < p,q és A := i”({(n,a ,(m,B)}). Ha z € V(n, a) N
V(m, (), akkor van r; € G,ry <r:x € u"(n,a) Nu"(m,B) és "({(n,a),(m,B)}) =
i"({(n,a),(m,B)}) miatt vany € A : z € u" (y). EbbSl V (n,a)NV (m, ) U{V(k,7) :
(k,7v) € A} kovetkezik.

Az

D)

L ={V(n,a):n<wa<wU{wxw \V(nao :n<wa<w}

szubbéazisa egy lokdlisan kompakt T2, diszpergalt, 0-dimenziés 7 topologianak az X =
w X wy alaphalmazon, M[G]-ben, mely szamossdgsorozata (w).,. Az vildgos, hogy 7 T2,
O-dimenzids és diszpergdlt (x € X esetén a V(x) kornyezet ,lefele néz”, igy ha Y C X
és y € Y olyan, melyre pry(y) minimalis, akkor V(y) NY = {y}).

Most belatjuk, hogy a (V(n,«a) : (n,a) € X) kornyezetek kompaktak. « szerinti in-
dukciéval bizonyitjuk: o = 0 esetén V(n,a) = {(n,a)} ami kompakt. Tegyiik fel, hogy
a > 0 és VB < a-ra tudjuk az allitast. Elég latni, az Alexander-féle szubbazis tétel
szerint, hogy V' (n, «a)-nak tetszéleges A € P () lefedésébdl kivalaszthatd véges részle-
fedés. El6szor is 35 € A : (n,a) € S. Ha S = V(y) valamely y € X-re, akkor a fenti
(i) miatt V(n,a) C S teljesil, igy feltehetd, hogy S = X \ V(y) alakd és V(n,«a) ¢ S.
Ekkor V(n,a) NV (y) # 0 igy (v) miatt 3B € [V(n,a) NV (y)]<¥ : V(n,a) NV (y) =
U{V(2) : z € B} és az indukcios feltevés miatt a V(2)(z € A) halmazok kompaktak igy
van A" € [A]<¥ véges részlefedés.

Egy © = (n,a) € X tipikus béziskornyezete a fenti bazis szerint W = V(z) \ U{V (v) :
y € A} alakd, ahol A € [X]<¥ olyan, melyre Vy € A : o ¢ V(y). (iiii) szerint ekkor
Vy < a: [WnNwx {7} = w amibél transzfinit indukciéval adodik, hogy Va < w; :
I,(X) =w x {a} és igy valoban SEC(X) = (w),,. B

Ismert, hogy ZFC + 3(X, 1) : LCS, SEC(X) = (w).,, azonban a fenti gondolatmenet
alkalmas modositasaival megkaphato a kovetkezo is:

1.4 Allitas. Con(ZFC + 3(X,7): LCS, 0 dim., SEC(X) = (w1)w,)



Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy M = CH. A poset definici6ja hasonlé az eléz6 bizonyitas-
beli posetéhez:

P ={(Au,i): Acfw xS Au:A— P(A) Ai: [A]? = [A]“A
V(n,a) € A:u(n,a) Nw x {a} ={(n,a)} Au(n, a)wa(a+1)/\
V(k,a), (1, 8) € A((l, ) € u(k,a) = u(l, B) C u(k,a)A

u(l, B) Nu(k,a) # 0 — Y(m,v) € u(l,B) Nu(k,a) :
A(r,6) € i({(k,a), (I, B)}) : (r,0) € u(l, ) Nu(k, o) A (m,7) € u(r,0))}

V(A,u,i),(B,v,j) € P esetén definialjuk:
(A,u,i) < (B,v,j) <> BC AAVz € B:u(z)NB=v(x)Ai[[B]*=3j

A (P, <) poset mar nem feltétleniil ccc, de az igaz, hogy wy-antilanc feltételes és wy-zért,
ami szintén garantélja, hogy P'-vel forszolva a szamossiagok megmaradnak.

Ha (p, : n < w) feltételek csokkend sorozata, akkor definidljuk a p feltételt a kovetkezo-
képpen: AP := J{AP" : n < w}, © € AP esetén ha m, = min{n : x € AP}, akkor legyen
uP(z) = U{uP (z) : n > m,}, végil legyen i = U{i’* : n < w}. Ellendrizhets, hogy
p= (AP uP i?) € P ésV¥n < w: p < p, amibdl kapjuk az w;-zértsagot.

Az we-es antilanc feltétel igazolasahoz sziikségiink lesz az el6z6 bizonyitasban megadott
ikerség fogalmara. Legyen (p, : a < ws) C P'. Ahogyan az eléz6 bizonyitasban tet-
tiik, ritkitasok sorozataval elérhetd, és emiatt felteheto, hogy az AP~ halmazok azonos
szdmossdguak, ( XPo : o < wy) A-rendszer A € [wo]=¥, A # () maggal ({ XP* : a < wo)
megszamldlhaté halmazok wy = ¢ (C'H) sorozata igy M-ben alkalmazhaté a A-rendszer
lemma), valamint § < a < wy esetén sup X?? < min XP* és végiil, hogy a (p, : a < ws)
feltételek paronként ikrek.

1.5 Allités. v < 8 <a <w, eseténIge P 1 q < Dvys D3, Da-

Bizonyitds. Legyenek . 1., s pa > Moy pa 2 ikerség definicidja szerinti természetes rende-
zés izomorfizmusok. Legyen A7 = APvUAPsUAP~. Definialjuk u?,i9-t a kovetkezOképpen:

uPr () ,x € AP

ul(x) = S ubs () UuPbr (ﬁ};{pﬁ (x)) ,z € APs\ APr |
uPe () U uPr (ﬁ;ﬁ{pa () ,x € AP\ AP



" ({z,y}) Az, y) € [AP]?
’L'PV({ 777];71717/3(?/)}) , T € Ap“f’y c Aps \pr
i1({z,y}) = ipv({x’ﬁgwl,pa (¥)}) T € APY y € AP\ AP
Z.py({ﬁp;lvpa (@), ~;w17p,3 (y)}) ,x € AP\ AP y € APs\ AP~
7 ({z,y}) Az, y) € [APs\ AP )?
i*e({z,y}) Az, y} € [Ape \Ap,y]Q

Hosszadalmas de viszonylag rutinszerii ellendrzése a feltételeknek p., pg, po paronkénti
ikerségét kihasznalva mutatja, hogy ¢ = (A9, u9,i%) joldefinidlt és ¢ € P', valamint
q < Dy,P8,Pa- (Az €el6z6 bizonyitasbeli gondolatmenet, mellyel két ikernek talaltunk
kozos kiterjesztést itt nem miikodik, mivel most megszamlalhaté feltételeink vannak
és 1gy 19-t egyik esetben sem definidlhatjuk a teljes AP N AP# metszetként. FEhelyett
harom ,egymas folott elhelyezked6” ikret vesziink és a legalséd feltételt hasznaljuk 9
definidlasara.) W

Tehét ebbdl kapjuk, hogy (P, <) wy-antildnc feltételes. Végiil az (X, 7) € M[G] teret
ugyan ugy kapjuk, mint az el6z6 bizonyitasban és ez egy lokalisan kompakt, T2, 0
dimenzids, diszpergalt tér, melyre SEC(X) = (w1)w,. B

A fent bemutatott forszolast médositva (ez viszont mar jéval nehezebb) kijon az alabbi
allités is:

1.6 Allitas. [I](Shelah, Baumgartner) Con(ZFC + 3(X,7) : LCS, 0 dim., SEC(X) =
(W)

2. Pszeudokompsktsag és megszamlalhaté kompakt-
sag

Az aldbbiakban kis betekintést nyerhetiink Soukup Lajos, Juhész Istvan és Szentmiklossy

Zoltan egy aktiv kutatasaba.

2.1 Definicid. Legyen (X, T) topologikus tér. Ekkor

(i) X pszeudokompakt, ha Vf € C(X;R) korldtos.

(ii) X megszamldlhatéan kompakt, YA € [X]¥ esetén A" # 0. (+ X minden végtelen

részének van torloddsi pontja <+ X barmely megszamldlhato nyilt lefedésébol kivdlaszthato
véges részlefedés)

(i) X feebly kompakt, ha o C 7\ {0} lokdlisan véges, akkor || < w. (+> Vol €
[T\{0}]*:Fr e X :VWer(r):{A: Ac I NANV £} =w)
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2.2 Allitas. Legyen (X, T) topologikus tér. Ekkor fenndlinak a kovetkezdk:
(i) Ha X megszamldlhatoan kompakt, akkor pszeudokompakt.

(ii) Ha X feebly kompakt, akkor pszeudokompakt. Ha X teljesen reqularis (— T'1), akkor
19az a megforditds is.

Bizonyitds. (i): Ha f € C(X;R) nem korlatos, akkor 3{z, : n € w} C X : Vn € w :
|f(xz,)] > n. Ha x torlddési pontja az el6bbi sorozatnak, akkor f x-beli folytonosséga
miatt 3V € 7(x) : f [ V korlatos, azonban |V N {z, : n € w}| = w ami ellentmondas.
(ii): Ha f € C(X;R) nem korldtos, akkor a {[|f| > n] : n € w} € [7\ {0}]* lokélisan
véges. Tegyiik most fel, hogy X teljesen regularis. Ha {U, : n € w} € 7\ {#}]* lokdlisan
véges, akkor Vn € w esetén legyen f,, € C(X;[0,1]) : f | X\ U, =0, f,(x) = 1 valamely
x € Uy-re. Ekkor >, nf, € C(X;R) (lokalisan véges 6sszeg) és nem korlatos. B

2.3 Megjegyzés. Terek konstrudldasandl kézenfekvobb a feebly kompaktsdagra hajtani igy
ha emellett garantdlni tudjuk, hogy a tér teljesen regquldris (spec. T2 és 0 dimenzics)
legyen, akkor pszeudokompakt is.

Kérdés: Létezik-e pszeudokompakt de nem megszamlalhatéan kompakt tér?

2.4 Allitas. (ZFC) 3(X,7) tér, mely pszeudokompakt de nem megszdmldlhatéan kom-
pakt.

Bizonyitds. (V-tér)
Konstrukeié: legyen o7 € [w]* MAD rendszer és legyen X = wU.e/. w elemei legyenek izo-
laltak és egy A € o7 pont kornyezetbazisa legyen {(A\ S)U{A} : S € [w]<“}. Belathato,
hogy igy egy topologiat definidltunk X-en, ami lathatéan T2, M1 és VS € [w]<“ A € o
esetén az (A\ S)U{A} kornyezetek nyilt-zartak (az o7 rendszer majdnem diszjunktsigat
kihasznalva lathatd) tehat 0 dimenzids is. Az &7 altér zart diszkrét emiatt X nem meg-
szamlalhatéan kompakt. Belatjuk, hogy X pszeudokompakt: ha f € C(X;R) nem korla-
tos, akkor f [ w sem korlatos (mivel w C X stirti) igy Iz, : n € w} € [w]|* : |f(xn)| > n.
Mivel o/ MAD, ezért 3A € & : [{z, : n € w} N A] = w ami azt jelenti, hogy
A€ {x,:n cw} de ez ellentmond f A-beli folytonossiganak. W

Két dolgot megallapithatunk a fenti térrél: (i) o/ nagy zart diszkrét részhalmaz
(|X| = |<7]), valamint (ii), van benne sird, relative megszamlalhatéan kompakt halmaz
(Y C X relative megszamlalhatéan kompakt, ha VA € [Y]* A-nak létezik torléddsi pont-
ja X-ben): w (az, hogy & rel. megsz. kompakt abbol kovetkezik, hogy ha B € [w]¥, akkor
mivel &/ MAD JA € & : |AN B| = w ami azt jelenti, hogy A torlédasi pontja B-nek az
X térben).



Az els6 megfigyelés felveti a kérdést: Van-e (X, 7) pszeudokompakt de nem megszam-
lalhatéan kompakt, melyre e(X) = w (azaz X barmely zart diszkrét altere megszamlal-
hatd). A vélasz igen:

2.5 Allitas. (L. Soukup, I. Juhdsz, Z. Szentmikldssy) (ZFC) 3(X,7) M1, 0 dimenzids,
T2 pszeudokompakt de nem megszamldlhatéan kompakt tér melyre e(X) = w.

Felmertilt a kérdés, hogy a fenti kovetelmények mellett e(X) = w erdsitheté-e s(X) = w-
ra (azaz, hogy X minden diszkrét altere megszamlalhaté legyen). ZFC-ben nincs ilyen,
mivel ebbdl kévetkezne S-tér 1étezése (T3, 6roklédéen szeparabilis, nem Lindel6f) amirdl
azonban ismert, hogy létezése fiiggetlen ZFC-tdl.

Nézziik most a masik, W-térre tett megfigyelést és foglalkozzunk a kovetkezd kérdéssel:
Van-e (X, 7) tér, mely pszeudokompakt, nem megszamlalhatéan kompakt és nincs benne
strt, relative megszamlalhatéan kompakt altér? A vélasz igen:

2.6 Allitas. (ZFC) 3X € [2]° mely Gs-stirt “2-ben, (azaz, elmetsz minden nemiires Gs-t)
ésVA € [X]|¥: A zart diszkrét az X altérben.

Bizonyitds. El6szor nézziik, hogy az allitdsban szereplé X altér miért példa a fenti kér-
désre: az konnyen lathato, hogy X nem megszamlalhatoan kompakt és nem tartalmaz
stirti, relative megszamlalhatoan kompakt alteret. Igaz tovabba a kovetkez6 lemma:

2.7 Lemma. Ha X C 2 95-stird °2-ben, akkor pszeudokompakt.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy X feebly kompakt. Legyen ([e,] : n € w) “2-beli bazisnyiltak
egy sorozata, melyrol feltessziik, hogy csokken6. Ekkor mivel X ¥j-stirti “2-ben, van
e XNU{e:newl] IgyVn € w:az € X Ne tehdt ([e,] : n € w) nem lokalisan
véges az x pontban. H

Most nézziik X konstrukciéjat: A C ¢, s € 42 esetén jelolje [s] = {f € ©2: s C f}. Ekkor
minden 2-beli %5 halmaz el6all {[s] : s € 42, A € [¢]“}-beli %s-k unidjaként ezért elég,
ha a megkonstrudland6 X altér ennek minden elemét elmetszi. Legyen (G, : a < ¢)
az {[s] : s € 12, A € []“} halmaz egy felsoroldsa valamint ((A,,7,) : a < ¢) a
{(A,z) : A € [(]¥,x € ¢} halmaz egy c-abundans felsoroldsa. Transzfinit rekurziéval
konstrudlunk egy ((f§ : 8 < ¢) : a < ¢) sorozatot melyre:

(i) Yo, B,v <c: f§:a+1— 2 fiiggvény, valamint ha o < v, akkor f§ C f3

(ii) Vo, B < c: f§ ,a-ig Gg-ban halad”, azaz, f € Gy : f§ C f.

Legyen § < ¢ és tegyiik fel, hogy ((f§ : 8 < ¢) : a < §) adott mér az (i), (ii) tulajdonsa-
gokkal. Ha 3 < ¢ és | prs(Gg)| = 1, akkor legyen f§ = U{f§ : & < 6}U{(4,4)}, ahol i € 2



olyan, melyre (ii) teljesiil f3-ra. Ha a AsU{xs}-beli -k esetén | prs(Gg)| = 2 teljesiil, ak-
kor legyen f§ = U{f§ : @ < 0}U{(6,0)} ha 3 = s, illetve f§ = U{f§ : o <} U{(6,1)},
ha ¢ € As \ {xs}. Kiilonben, adott 3 < c-re, tetszdlegesen terjesszik ki a U{f§ : o < J}
figgvényt a o pontban.

Legyen 3 < cesetén fs = U{f§ : « < c} és X = {fs : B < c}. Ekkor a konstrukci6
miatt Yo < cre fo € X NG, Ha A€ [c]?,n<c akkor 3§ <c:Va€ A:V6 <4 <c:
|pry (Go)| = 2. A fenti felsorolds c-abundanciaja miatt van so < v : (A, z,) = (4,n).
Ekkor a konstrukeié szerint [{(7, f,(7))} N {fa : @ € A\ {n}} = 0 ami azt jelenti, hogy
az {fo : o € A} halmaznak f, nem torlédési pontja X-ben. Mivel A € [c]*,n < ¢ tetsz6-
legesek voltak, igy kapjuk, hogy X-ben minden megszamlalhaté altér zart diszkrét. W
Ebben a példa nem M1 igy felmeriil a kérdés, hogy van-e M1 tér ami tudja a fentieket.
(CH) esetén van ilyen térre transzfinit konstrukcié w; szdmossagu alaphalmazon. Tovab-
bi kérdések:

(1) (MA)-bél vagy forszolassal kaphaté-e wy szdmossaginal nagyobb példa?

(2) Menet kozben kideriilt, hogy ha X M1 és balszepardlt w; tipusban, akkor nincs benne
stirti relative megszamlalhatéan kompakt altér. Kérdés, hogy nagyobb tipusban balsze-
parélt terekre igaz-e ez. Ebbol megfogalmazhat6 (1) egy lehetséges gyengitése: (MA)-bdl

vagy forszolassal kaphaté-e wi-nél nagyobb szamossagi M1, balszeparalt, pszeudokom-
pakt X tér?
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