Elemrendek 0sszege véges csoportokban

Sz6nyi Laura

1. Bevezetés

Az el6z0 télévben elkezdett témaét folytattam, mely az elemrendek 0sszegének néhany tulajdon-
sagdt vizsgdlta véges csoportokban. Ehhez tobb, az eredeti Marcel Herzog, Patrizia Longobardi,
Mercede Maj: An exact upper bound for sums of element orders in non-cyclic finite groups cimd
irdsra hivatkoz6 cikket vettem alapul, melyek a W(G) illetve hozza hasonlé fiiggvények tovabbi
tulajdonségait vizsgaltak.

2. Elozetes eredmények

Jelolje Cy, az n elemd ciklikus csoportot, ¥(G) = X,cc0(g) a G csoport elemrendjeinek
Osszegét, n a G véges csoport rendjét.

A muilt félévben szerepeltek az aldbb kovetkezd tételek.

Konnyen lathatd, hogy ha G nem ciklikus n rendd csoport, akkor az elemrendjeinek Osszege
kevesebb, mint a ciklikus csoportban, ugyanakkor ennél tobb is allithaté:

2.1. Tétel. Ha G nem ciklikus, n rendii csoport, akkor ¥(G) < %‘P(Cn).

Sokszor haszndlt 6sszefiiggés, hogy hogyan kell primhatvanyrendd ciklikus csoport elemrend-
0sszegét kiszdmitani:

2r+1
2.2. Tétel. Ha n = p", azaz primhatvany, akkor ¥(C,) = pp+1+1.
Szerepelt a kdvetkezd becslés is, amit dtrendezve alsd becslést kaphatunk ;igf’;l)) -re:

2.3. Tétel. Legyen g az n legkisebb primosztéja. Ekkor ¥Y(G) > ggo(n).

Y(Cn)
n-(n)’

Egyszerien lathato, hogy ciklikus csoportokra 1 < tobb 1épésben jott ki a felsd becslés:

2.4. Tétel. Han > 1, akkor | < ;o <y =1,9436.....



¥(G)
n-g(n)

3. Also becslés a értékére

Legyen W/ (G) = T((”GZ) Konnyen lathat6, hogy 0 < W”’(G) < 1. Ennek bizonyos tulajdonsagait
Marius Tarnduceanu vizsgdlta Detecting Structural Properties of Finite Groups by the Sum of
Element Orders cikkében, ahol felsd korlatot adott bizonyos tulajdonsdgokkal nem rendelkezd

csoportokon vett értékére.

3.1. Tétel. Legyen G véges csoport, ekkor teljesiilnek a kovetkezd allitdasok:

« HaV"(G) > & =Y (C3), akkor G ciklikus.

Ha¥"(G) > Z =W (Qs), akkor G Abel.

Ha¥"(G) > % = W (S3), akkor G nilpotens.

Ha V" (G) > % =W (Ay), akkor G szuperfeloldhato.
Ha ¥"(G) > 25 = W (As), akkor G feloldhatd.

A P7(G) és a mult félévben vizsgalt f(G) = % kozti latszolagos hasonlésag miatt
felvetddik annak a lehetGsége, hogy hasonlo tételt prébaljunk f(G)-re kimondani. Szamitégépes
kalkul4ciok alapjdn azonban sejthetd, hogy ez esetben nem lesz olyan fels$ hatar, amit egy adott
csoport (a fenti tétel analogonjaként) fel is vesz, ugyanakkor konnyen lathatd, hogy adhatd6 korlat,
amit nem lép 4t nem-ciklikus csoport. A szdmoldsokhoz sziikség lesz az alabbi tételekre.

Tudjuk, hogy adott n-re W(G) akkor maximalis, ha G ciklikus. Felvetiil a kérdés, hogy a
masodik legnagyobb értéket mikor veszi fel a W fliggvény, ezt vizsgalta Marcel Herzog, Patrizia
Longobardi és Mercede Maj The second maximal groups with respect to the sum of element
orders és Sums of element orders in groups of order 2m with m odd cikkeikben.

Altaldnosan az aldbbi tétel mondhaté ki:

3.2. Tétel. Ha G # C,, q az n legkisebb primosztija, akkor ¥(G) < W‘P(Cn), és
egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha G = CCZI x Cy aholn = ¢*k, (q, k) = 1.

A g = 2 esetre a kordbban l4tott % értéket adja a tort. Ha a csoport rendje oszthatd 4-gyel, de
8-cal nem, akkor van olyan csoport, ami felveszi ezt az értéket.
Ha a csoport rendje paros, de nem oszthat6 4-gyel, akkor igazak a kovetkezd§ allitasok:

3.3. Tétel. Ha n = 2m, ahol m paratlan, G ¥ C,, akkor ¥(G) < % -W(C,), és egyenldség
pontosan akkor dll fenn, ha G = S3 X Cy, ahol (k,6) = 1.

3.4. Tétel. Ha n = 2m, ahol m = ]—[lt.:1 p?i paratlan, G # Cp, | = min{p?i}, akkor ¥(G) <
(% + %) - W(Cp), és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha G = Do X Cx.

Ez utébbi tétel / = 3-ra az el6bbi tételben szerepl§ eredményt adja, azaz W(G) < ;—f -W(Cp)
hogyha n oszthat6 3-mal, de 9-cel nem.

Ezek segitségével mar bebizonyithat6 a kovetkezd allitas:

2



3.5. Tétel. Ha f(G) > 1,2031, akkor G ciklikus.

Bizonyitas. Mint azt az el§z6 félévben lattuk teljesiil az alabbi:

Y(C Y(C,r 2rp+l 4 q 341
n;(f:)) =[] p’f’(so(ppl;z) -1 I f— Dyl = <Y
pln pln P p pin pm=p
Paros n esetén az alabbi alakba irhaté at:
¥(C 222+l 4 2rp+l 4 3 341
n((,:)):3,22r2—1' ﬂ (5_1) 2r,,15§' p3_ <7
¢ pln,p>2 p p p|n,p>2p p
Ha n oszthat6 4-gyel, akkor igaz az aldbbi:
w(C,) 2¥*l41 2rp+l 4 11 3y1 ¥ 11
n((:)):yzzfz—l' [ (5—1) s || s =gy
¢ pln,p>2 p P pln,p>2 p p 2
Ha n paratlan, akkor teljesiil a kovetkez§ becslés:
Y(C Zrp*l 4 34101 2
n((ff)): § (f—n < [ ey <3 r=57
¢ pln,p>2 p p p|n,p>2p p 2

Most tekintsiik, hogy az egyes esetekben mekkora lehet adott n-re a masodik legnagyobb
elemrend-0sszegl csoportra az f(G) értéke. Mivel adott n-re n - ¢(n) allando, igy az f(G)
értéke is ezekben az esetekben lesz masodik legnagyobb. Legyen a tovabbiakban G nem ciklikus
n rendd csoport.

Ha n pératlan, akkor ugyan nem tudjuk, hogy pontosan mekkora a mésodik érték, viszont tudunk
ra felsd becslést adni, igy adédik az aldbbi:

¥ 7 ¥ 7 2 14
9 _ ST (o) o3 -y =0,8245.

ng(n) = 11 ng(n) Y733

Ha n péros, de nem oszthat6 4-gyel, akkor teljesiil a kovetkezd:

¥(G) _ 13 ¥(C)
ng(n) = 21 ne(n)

13
=2 =1.2031...
<7

Konnyen meggondolhatd, hogy a fenti esetben az egyenl6tlenség éles, ugyanis van olyan sorozata
a csoportoknak, amelyre az f(G) értéke az adott fels§ korlathoz konvergdl, nevezetesen G =
S3 X Cy, ahol k = Z, n az elsd [ darab primszam szorzata.

Ha n oszthat6 4-gyel, akkor ismét tudunk egy fels6 becslést adni:

¥ Y(C, 11
(G)S7 (C)<l y—l-y:1,1337...
np(n) ~ 11 ne(n) 11 12 12




A fenti harom eset lefedi az Osszes lehetGséget, igy megéallapithatd, hogy f(G) > % -y esetben
G bizonyosan ciklikus. O

A bizonyitdsbdl lathatd, hogy mivel S3 nem Abel és nem is nilpotens, ezért ezekre az esetekre
is ugyanez a korlat mondhaté.

A szuperfeloldhato és feloldhat6 esetekre a szamitégépes szamitdsok alapjan hasonlé médon ad-
hat6 korlét, varhatéan egy olyan csoport-sorozatra, amely rendje az elsd / primszam szorzatdnak
kétszerese.

4. Az elemrendek osszegének egy lehetséges altalanositasa

Jelolje G egy H részcsoportjara Wy (G) = X ,e 0n(g) ahol oy (g) az alegkisebb m szdm, amire
g™ € H.Lathat6, hogy ez H = 1-re az elemrendek 0sszegét adja. Ennek bizonyos tulajdonsagait
vizsgalta Marius Tarnduceanu A Generalization of a Result on the Sum of Element Orders of a

2 2

Finite Group cimi cikkében, a f§ allitdsa a kovetkezd:

4.1. Tétel. Ha G nilpotens, H < G, |H| = m, H,, az C,, m-rendii részcsoportja, akkor Yy (G) <
Wu, (Cp).

Konnyen lathatd, hogy N <G, |N| = k esetén on(g) = 0(gN) a G/N csoportban, igy ¥y (G) =
|H| - ¥(G/H) < k-¥(Cy) = ¥, (Cn).

//////

4.2. Tétel. Ha a Gy, ..., Gy csoportoknak pdaronként relativ prim rendiiek és H; < G;, akkor

k
Yo x..xi, (G1 X ... X Gy) = Hl Yy, (G)).
=

4.1. Kovetkezmény. Ha G véges nilpotens csoport, G; a G-nek p;-Sylow részcsoportjai, és

k
H=H; X...xH; <G, akkor Yy (G) =[] \PHi(Gi)-
i=1

4.3. Tétel. Ha G véges csoport és H <K < G, akkor Yy(G) < |K : H| - Yx(G) — |K| + |H]|.

4.2. Kovetkezmény. Ha G véges p-csoport, H < K < G, |H| = p™, |K| = p™*!, akkor
Yu(G) < p-¥x(G) -p™-(p-1).

4.4. Tétel. Ha G rendje p", ahol p prim, H ennek p™ rendii részcsoportja, akkor Yy (G) <
We m(Cpn).
p

Felmeriil a kérdés, hogy a {6 tételben valoban sziikséges-e megkovetelni, hogy G nilpotens
legyen. A szerzGk sejtése szerint nem, és minden véges csoportra igaz a tétel. Az aldbbiakban
l4thatd, hogy ez nem igaz.

Legyen p = 2% — 1 alaki Mersenne-prim, K a 2* elem( test, ekkor ennek multiplikativ csoportja
ciklikus, méghozzd K* ~ C,. Tekintsik a G = {ax + bla € K*,b € K}, a K-bol K-ba
meng invertdlhatd affin fliggvények csoportjat. Ennek normdlosztdja az eltoldsok alkotta N =
{x + b|b € K} csoport, részcsoportja a H = {ax|a € K*}, azaz az invertdlhat6 linedris
fliggvények csoportja, és G ~ N < H.



Ekkor G Frobenius csoport, mert tranzitiv, nem reguldris és az egységelemen kiviil minden

permuticiénak legfeljebb egy fixpontja van, igy felirhaté G = {N\ 1} U | (H#\ 1)U 1 alakban,
geG
ahol ezek mind diszjunktak egymdstol.

Egy n € N\ 1 elem rendje o(n) = 2, igy og(n) = 2, egy g ¢ N elem rendje o(g) = p, igy ha
g ¢ HUN, akkor og(g) = p.

W(G)= D 1+ > onm+ D on(@)=p-1+p-2+(p*=p)-p=p =p’+3-p
heH neN\1 g¢HUN

Ugyanakkor az n = p - 2¥ rendd ciklikus csooport p rendd részcsoportjit tekintve a kovetkezd
teljestil:

22K+l 4] 2-(p+12+1 2 4
Yo (C)=p-¥ =p- = =p. =2 342 2
c,(Cn) =p -¥(Cy) =p a1 P 3 3 PP

p > 6esetén p* —p*+3.p> 2. p

0sszes Mersenne-primre.

+ % - p? + p, azaz Yy (G) > Wc,(Cy) a3 kivételével az
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