Elemrendek 0sszege véges csoportokban



El6zetes eredmények

Definicio
Legyen G véges csoport, ekkor ¥(G) = ¥, 0(9) jeldli az
elemrendjeinek Osszegét.

Tétel
Ha G nem ciklikus, n rendii csoport, akkor ¥(G) < 5 LZy(C,).

Tétel
Ha n = p', azaz primhatvény, akkor ¥(C,) =

2r+1 +1

p+1 .

Tétel
Legyen q az n legkisebb primosztéja. Ekkor ¥(G) > gtp(n).

Tétel

Y(Cn)
Han > 1, akkor 1 < ro(n) <vy=1,9436.



El6zetes eredmények

Definici6
Legyen G véges csoport és jelolje ¥ (G) =

¥(G)
G2
Tétel
Legyen G véges csoport, ekkor teljesiilnek a kovetkezd dllitasok:
> Ha¥"(G) > & = W"(C2), akkor G ciklikus.
> Ha V" (G) > % =W (Qy), akkor G Abel.
> Ha P (G) > % =W (83), akkor G nilpotens.
> HaP"(G) > % =W (A4), akkor G szuperfeloldhato.

> Ha W' (G) > 2% = V' (As), akkor G feloldhaté.



El6zetes eredmények

Tétel

Ha G # Cy, g az n legkisebb primosztéja, akkor

Y(G) < M‘P(Cn) és egyenldség pontosan akkor dll fenn,
ha G = Cg X Ck ahol n = g?k, (q,k) = 1.

Tétel
Ha n = 2m, ahol m pdratlan, G ¢ C,, akkor ¥ (G) < 21 -W¥(Cp), és
egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha G = Sz X Cy, ahol (k,6) = 1.

Tétel

Ha n =2m, ahol m = ] P paratlan, G # C,, | = min{p;"}, akkor
Y(G) < (:1—3 T .I,(C/)) Y(Cy), és egyenldség pontosan akkor dll fenn,
ha G = Dy X Cg



Y(G) - 41,2031 ciklikus
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Ha n oszthat6 4-gyel:
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Masodik legnagyobb értékek

Ha n pératlan:

2 =14 _0 825
3 ¥ Tz VTR

WG _ 7 WG _ T
ne(n) — 11 np(n) 11
Ha n paros, de nem oszthat6 4-gyel:
W(G) _ 13 W(C)
ne(n) — 21 ne(n)
Ha n oszthat6 4-gyel:

<13 =1,2031
57 Y="1

WG _ 7 WGy 7 1 7

<— <— cy=—-y=1,1337...

nt,o(n) m,o(n) 1 12 12



‘*’((C")) > 1,2031 ciklikus

» Ha G = S3 X Cy, ahol k = 'é, n az els6 | darab primszam szorzata,
akkor f(G) —» 22 -y han — oo.

> S3 nem Abel és nem is nilpotens, igy ezekre az esetekre is
ugyanez a korlat mondhato.



El6zetes eredmények

Definici6
Jelolje G egy H részcsoportjara Wy (G) = Xgeq 0H(g) ahol o4(g) az a
legkisebb m szam, amire g € H.

Tétel
Ha G nilpotens, H < G, |H| = m, Hy, az C, m-rendii részcsoportja,
akkor Wy(G) < Wy, (Ch).

Ha N <G, |N| = k, akkor Yn(G) = Y, (Cp).

Tétel
Ha a Gy, ..., Gk csoportoknak paronként relativ prim rendiiek és

K
H;i < Gj, akkor Wy, x..xH,(G1 X ... X Gk) = [ PH,(G)).
=1

Kovetkezmény

Ha G véges nilpotens csoport, Gi a G-nek pj-Sylow részcsoportjai, és

k
H=H; X...XH <G, akkor Y4(G) =[] lPH,.(G,').
=1



El6zetes eredmények

Tétel
Ha G véges csoport és H <K < G, akkor
YH(G) < |K : HI- ¥k (G) — K|+ [H.

Kovetkezmény
Ha G véges p-csoport, H < K < G, |[H| = p™, |K| = p™", akkor
Yh(G) <p-Yx(G)—p" (p-1).

Tétel
Ha G rendje p", ahol p prim, H ennek p™ rendii részcsoportja, akkor
W4 (G) < Wo, (Cor)

Sejtés

Ha G véges csoport, H < G, |H| = m, Hy, az C, m-rendii
részcsoportja, akkor Y (G) < Wh,, (Cp).



Ellenpélda

> p = 2K — 1 Mersenne-prim

K a 2K elemd test

G={ax+blac K* beK}

N={x+blbeK}

H = {ax|a € K*}

G=NxH

G={N\1}Uu U HI\1) U
geaG

vV v v v Vv Y

¥u(G)= ) 1+ D ou(m+ > ou(g)=p’~p*+3-p

heH neN\1 g¢HUN
2%+ 414 2 4
q" C = lPC =  —_— = — . 3+_. 2+
c,(Cn) =p-¥(Cx)=p o 5 Pty P tp

Ha p > 6, akkor W, (G) > Yc,(Cp).



