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1. Bevezetés

Kozismert témakor véges matematikiban a matematikai jatékok elmélete, specidlisan az az eredmény
is, hogy a véges (azaz meghatarozott, véges lépésszam alatt biztosan befejez6ds) jatékokban valamelyik
jatékos rendelkezik nyerd stratégiaval, ezt egy viszonylag egyszerii és természetes cimkézalgoritmussal
megmutathatjuk.

A véges esetben hasznalt jatékfogalom altalanosithaté végtelen esetre is, és itt is vizsgalhato a
nyerd stratégiak létezésének kérdése. Itt viszont mar nem olyan egyszeri tételek érvényesek, mint a
véges esetben, hanem latni fogjuk, hogy a nyeré stratégiak létezése vagy nemlétezése a kivilasztasi
axiéméaval van 6sszefonodva, specidlisan a kivalasztasi axidma mellett nem minden jatékban van nyerd
stratégia. Ha azonban feltessziik, hogy minden jatékban van nyerd stratégia — ez a cimben is szerepld
determinéltsagi axioma, akkor egy, a kivalasztasi axiomanak ellentmondo6, &m érdekes halmazelméletet
kapunk.

2. Jelolések, el6zetesen feltételezett fogalmak

A végtelen jatékok elméletének felépitésében fontos szerepet kapnak a végtelen fak. JellemzGen egy
AN alaku sorozattéren fogunk dolgozni, ahol A rogzitett megszamlalhato alaphalmaz. Ehhez hozza-
rendelhet az A-bol képzett sorozatok faja: a kiinduld cstcs az iires sorozat, és egy adott ag,...a,
sorozat gyermekei az ag,...an,a,+1 alaka sorozatok - ezaltal egy fa-strukturaba rendeztiik a véges
sorozatokat. Ezt a fat A<N jeldli.

Gallyazott fanak neveziink egy olyan ([kijelolt gyokérrel rendelkezd, szintezett) fat, ahol minden
cstcsnak van leszarmazottja.

Ha adott egy T C A<N gallyazott részfa, akkor [T] jeldli azon AN-beli sorozatokat, amelyeknek
minden véges kezdd@szelete T-beli.

A dolgozatban felhasznalok néhany alapvetébb leird halmazelméleti allitast, amelyek kifejtése nem
férne a keretek kozé.



3. Alapfogalmak

Elgszor definialjuk, hogy hogyan fogunk fel egy végtelen jatékot.

Definici6. Legyen adott eqgy A nemiires halmaz. Ez lesz a lehetséges lépések halmaza. Tovdbbd legyen
adva egy X C AN halmaz. Definidlunk ezek segitségével egy végtelen jdtékot, melyet a G(A, X)-szel
jeloliink.

A jatékosok felvaltva lépnek, a lépéseik az A halmaz elemei lehetnek. Végtelen sok lépés utan egy
r = (ag,bo,a1,by,...) lépéssorozatot kapunk, mely AN egy eleme. Ha x € X akkor az elsé jdtékos
nyer, ha x ¢ X, akkor a mdsodik.

Ez nem teljesen egyezik a jatékokrol kialakult intuitiv fogalmunkkal, hiszen a jatékosok barmi-
kor barmelyik lépést tehetik, semmilyen szabaly nem limitalja a lehetséges lépéseket. Hogy a fenti,
egyszertibb definiciéval dolgozhassunk, de lassuk, hogy valoban a természetes jatékfogalomra vonatkoz-
tathatok az eredményeink, most belatjuk, hogy a "szabalyokkal rendelkez6" jatékok visszavezethetSk
a fenti, "szabaly nélkiili" jatékfogalomra.

Definicié. Legyen A nemiires halmaz, ez ismét a lépések halmaza. Legyen adott eqy T C AN gallyazott
részfa, azaz A-beli véges elemsorozatok olyan halmaza, hogy minden T-beli véges sorozatnak van T-beli
kiterjesztése (informdlisan tehdt minden szabdlyos pozicidban van legaldbb egy szabdlyos lépés). Legyen
végil adott egy X C [T) halmaz (itt [T]) azon végtelen A-sorozatok halmazdt jeloli, melyek minden
véges kezddszelete T-beli).

A jatékosok ismét felvdltva lépnek, de lépéseiket gy kell tenniik, hogy mindig (ag,bo, ..., an,by) € T
(vagy (ag,bo, - ..,a,) € T, lépésszamitdl fiiggden) teljesiljon. A lépésekbdl adddik eqy x = (ag,bo, .- .)
végtelen lépéssorozat. Ha x € X, akkor az elsd jdtékos nyer, kilonben a mdsodik.

Ezen jatékot G(T, X)-szel jeloljiik.

Mint fentebb mar megjegyeztiik, minden szabélyokkal rendelkezd jaték visszavezethets egy (vele
ekvivalens) szabalyok nélkiili jatékra. Hogy ezt a megjegyzést precizzé tegyiik, bevezetjiik az alabbi
fogalmakat.

Definicié. Adott eqy G(T, X) jdték. Stratégidnak nevezziik a o : AN — A leképezéseket.
Egy ilyen leképezés interpretacidja az alabbi. Tegyiik fel, hogy az els6 jatékos stratégiajarol van
sz6. A jatékos elsd lépése o (). Valaszoljon erre a masodik jatékos a by lépéssel. Erre az els6 jatékos

o(bg)-t 1ép. Erre adott by valaszlépés esetén a kovetkezs lépése o(bg, by) és igy tovabb. Anal6g moédon
interpretaljuk a masodik jatékosra vonatkozo stratégiakat.

Most bevezetjiik a nyerd stratégia fogalmat.

Definicié. Legyen adott eqy G(T, X) jaték és egy o stratégia az elsd jatékos szamdra. Azt mondjuk,
hogy o nyerd stratégia, ha a mdsodik jdtékos tetszéleges by, by, . .. lépéssorozata esetén (o (D), by, o (bg),b1,0(bo,b1),...) €
X.

Hasonlo maodon értelmezziik, hogy mikor nyerd eqy o stratégia a mdsodik jatékos szdmdra.

Definicié. A G és G’ jdtékokat ekvivalensnek nevezzik, ha

e az elsd jdtékosnak van G-ben nyerd stratégidja < az elsd jatékosnak van G'-ben nyerd stratégidja



e a mdsodik jdtékosnak van G-ben nyerd stratégidja < az elsd jdtékosnak van G'-ben nyerd straté-
gidja

Allitottuk, hogy a szabalyokkal rendelkezé jatékok visszavezethetGek veliik bizonyos értelemben
ekvivalens szabalyok nélkiili jatékokra. Ezt az ekvivalenciat a fentebbi definicié szerint értelmezziik,
és a visszavezetés példaul az alabbi médon tehetd.

Ezt a kovetkezSképpen tehetjiik meg. Legyen adott egy G(T', X) szabalyokkal rendelkezs jaték (T
egy részfa valamely A<N-en). Ez megfelel azon G(A, X') jatéknak ahol A az eredeti lépéshalmaz és
X' ={z e AN : 3n : 2|, ¢ T, legkisebb ilyen n paros} U{x € [T],z € X}. Vegyiik észre, hogy X'
ugy van konstrualva, hogy amennyiben valamelyik jatékos egyszer is szabalytalanul lép, akkor veszit.
Ezért ha G(T, X)-ben valamelyikiiknek van nyerd stratégiaja, akkor ugyanezen stratégia G(A, X’)-ben
is nyerd, hiszen a maésik jatékos szabalyos lépései mellett nyer a stratégia (hiszen G(T', X)-ben nyer),
az ellenfél szabalyos 1épései pedig automatikus gyézelmet jelentenek.

Es megforditva, egy G(T, X )-beli nyerd stratégia nem irhat el§ szabalytalan lépéseket, hiszen azzal
automatikusan vesztene a jatékos. Ezért a G(T, X) nyers stratégiaja altal javasolt 1épések megadnak
egy nyerd stratégiat G(A, X')-ben is.

4. Nyerd stratégidk és a kivalasztasi axiéma

Mostmar felépitettiik a keretrendszert ahhoz, hogy bevezessiik a cimben is emlitett determinaltsagi
axiomat.

1. Allitas. Tetszoleges A és tetszdleges X C AN mellett a G(A, X) jatékban az elsé vagy mdsodik
jatékosnak van nyerd stratégidja.

1. Megjegyzés. Természetesen mindkét jatékosnak nem lehet egyszerre nyerd stratégiaja. Hiszen ha
lenne o1 nyerd stratégiaja az elsé jatékosnak és oo nyer6 stratégidja a masodik jatékosnak, akkor
tekinthetnénk a jaték azon lefutasat, mikor a két stratégia jatszik egymas ellen, vagyis az a, =
o1(bg,...,bp—1) és b, = oa(ag,...,a,) rekurziv formuldkkal megadott lépéssorozatot. Eredmény-
ként egy y = (ag, bo, a1, ...) sorozatot kapunk. Mivel oy és o9 is nyerd stratégia volt, azért egyszerre
kellene y € X-nek és y ¢ X-nek teljesiilnie, ami ellentmondas.

2. Allitas. A kivdlasztdsi azioma és a determindltsdgi axioma ellentmondanak egymdsnak.

Bizonyitds. Elészor gondoljuk meg, hogy Osszesen hany stratégia létezik egy adott G(A, X) jatékban
egy jatékos szamara. A stratégiak o : A<N — A fiiggvények, ahol A megszamlalhato, igy A<V szintén
megszamlalhato. Ezért Ry° = 280 stratégia létezik. Legyen {0 : 0 < a < 280} az elsG jatékos
stratégiainak egy felsorolasa, mig {7, : 0 < a < 2%} a mésodik jatékos stratégidinak felsorolasa.

Tételezziik fel a kivalasztéasi axiomat, meg kell mutatnunk, hogy ilyenkor a determinéltsagi axioma
nem teljesiil. Mivel igaz a kivalasztasi axidéma, azért van transzfinit rekurzié. Transzfinit rekurzio
segitségével fogunk konstrualni egy X és Y halmazt konstrualni, majd ezek segitségével egy jatékot,
amiben egyik jatékosnak sincs nyerd stratégiaja, ami mutatja hogy a determinaltsidgi axiéma nem
teljesiil.

A transzfinit rekurzié az alabbi alakd. Legyen {z¢ : £ < a} és {z¢ : £ < a} a halmazok eddig
megkonstrualt része. Valasszunk y,-t olyan moédon, hogy yo = 0 (D) legyen, de yo ¢ {2 : { < a} is
teljesiiljon. Ez azért tehetd meg, mert y, ¢ {x¢ : &€ < o} kisebb mint 2% mérett, mig o, (b) mérete
2%o,



Analog modon, legyen x,-t olyan, hogy x, = 74(b) legyen, és zo ¢ {ye : £ < a} alljon fenn.

A konstrukciobdl vilagos, hogy X és Y diszjunktak. Az is vilagos, hogy tetszGleges o, stratégiara
van b hogy (b,04(b)) ¢ X (hiszen az a (b,0,(b)) specidlisan Y-beli), és hasonléan: tetszéleges 73
esetén van ¢ hogy (¢, 73(c)) ¢ Y. (Itt (z,y) jelolte az = és y sorozatok Osszefésiilését — mint ahogy egy
jatékban tennék meg az x és y komponensei altal megadott lépéseket felvaltva).

Mindez éppen azt jelenti, hogy a G(A, X) jatékban egyik jatékosnak sincsen nyerd stratégiaja. [

5. Kvazistratégiak

A véges jatékok targyalasa soran a f6 szempontunk az volt, hogy megtalaljuk az adott jatékban a nyerd
stratégiat. A végtelen jatékok esetén ennél kifinomultabb fogalmakat érdemes hasznalni. A probléma
informaélisan a kovetkezs. A "stratégia" fogalma valami olyasmi hozzarendelés jelent, ami a jaték egy
adott allapotahoz hozzarendeli a kévetkezének megteendd lépést. Azonban t6bb jo 1épés is lehetséges,
igy ha egyetlen 1épést akarunk minden allashoz megadni, akkor lényegében egy kivalasztasi fliggvényt
kell megadnunk. Azonban mint belattul, a kivalasztasi axiéma ellentmondésban &ll a minket érdek-
16 determinaltsagi axiomaval. Ezért nem tiinik természetesnek feltételezni, hogy a fentebb targyalt
kivalasztasi fliggvény mindig létezik, vagyis a stratégia nem természetes fogalom ilyen koriilmények
kozott.

Természetesebb fogalomnak bizonyul egy gyengébb definicid, az tugynevezett kvazistratégidk hasz-
nalata.

Definicié. Legyen A egy végtelen halmaz és T egy végtelen gallyazott fa az AN halmazon. Ekkor T-n
vett (az elsd jatékosra vonatkozd) kvdzistratégianak nevezink eqgy ¥ C T nemdiires gallyazott részfdt, ha
mindig amikor (xg,x1,...,%2,) €3 €s (xo,T1,...,Tont1) € T, akkor (xo,21,...,Zant1) € X.

A mdsodik jatékosra vonatkozo kvdzistratégia fogalma ezzel analdg modon adhaté meg: olyan ¥ C T
nemiires gallyazott részfdt, ha mindig amikor (xo,x1,...,Tant1) € X s (Xg,T1, ..., Tons2) € T, akkor
(330, T1y..- 7$2n+2) €.

2. Megjegyzés. A definici6 informélis értelme a kovetkezs. Tegyiik fel, hogy az els§ jatékos egy X
kvézistratégiajarol van szo. A paratlan hosszisagi, azaz © = (ag, a1, - . -, as,) alaka X-beli cstucsokat
érdemes ugy felfogni, mint a kvazistratégia szerint "kedvezs" allapotokat. A kvazistratégia definialo
tulajdonsaga ekkor garantalja, hogy egy ilyen cstics minden kozvetlen leszarmazottja szintén X-beli
legyen. Viszont mivel X-rol kikotottiik hogy gallyazott fa legyen, azért x minden leszarmazottjanak
van szintén X-beli leszarmazottja. Més szavakkal, ha az els§ jatékos egy x € Sigma csucsba 1ép,
akkor az ellenfél tetszGleges szabalyos vélaszlépésre van olyan viszontvalasza, ami még mindig X-ban
marad. Ezért ha ¥ az els§ jatékos szamara egy kvézistratégia és 6 ennek megfelelGen jatszik, akkor
garantalhato, hogy a p = (ag,a1,...) végeredmény [X]-beli. Ha [X] C X teljesiil, akkor tehat az elss
jatékos garantalni tudja hogy a végeredmény X-ben lesz, azaz 6 nyer. Ez motivalja az alabbi definiciot.

Definicio. A T C AN gallyazott fa és X C [T] részhalmaz dltal megadott G(T, X) jdtékban az elsdé
jatékos valamely ¥ C T kvdzistratégidja nyerd, amennyiben [¥] C X. A G(T, X) jdtékot kvdzidetermi-
ndltnak nevezziik, ha legaldbb az egyik jdtékosnak van nyerd kvdzistratégidja.

Nyilvanvalo, hogy minden stratégia egyben kvazistratégia is (pontosabban meghataroz egy kvazi-
stratégiat). Az is vilagos, hogy amennyiben adott egy nyerd kvazistratégia, és feltessziik a kivalasztasi
axioméat, akkor konstrualhaté egy nyerd stratégia. Valoban: minden s = (ap,aq,...,a2,41) € 2 ji-
tékallas esetén vegyiik s-nek a Y-beli leszarmazottjaibol allo6 Hg halmazt, ez feltételezéseink szerint



nemiires minden tekintett s-re. A {H, : (ag,...,a2,+1) = $ € L} halmazrendszer egy o kivalasztasi
fliggvénye nyeré stratégiat ad.

Fentebb meggondoltuk, hogy nem lehet mindkét jatékosnak egyszerre nyerd stratégiaja. Elég gyen-
ge feltevések mellett adodik, hogy nyerd kvazistratégidja sem lehet egyszerre mindkét jatékosnak. (A
nyerd stratégidk esetében azért nem kellenek extra premisszék, mert mar maga a nyerd stratégia léte-
zése is erds feltétel).

Egy ilyen feltevés példaul a kivalasztéasi axidma egy gyengitése, az " Axiom of Dependent Choices".
Ez az axiéma azt mondja, hogy minden w szinttel rendelkez§ gallyazott fanak van végtelen adga (ponto-
sabban az axiomanak egy ennél bonyolultabb formalizacioja a standard megfogalmazas, azonban ZF
feltevése mellett az ekvivalens az itteni végtelen fas formalizacioval). Nem nehéz meggondolni, hogy
ez az axiéma ekvivalens azzal az allitassal, hogy egy végtelen jatékban nem lehet egyszerre mindkét
jatékosnak nyerd kvazistratégiaja. Valéban, ha mindkét jatékosnak lenne ¥y és X9 nyers kvazistraté-
gidja, akkor Osszemetszhetnénk ezeket, és a definialéd tulajdonsag miatt egy R gallyazott fat kapnank,
amelyre [R] C X teljesiilne, mert nyerd volt a ¥, stratégia az els§ jatékos szamara, am [R] ¢ AN\ X
is teljesiilne, hiszen ¥ is nyerd. Ez nyilvanval6 ellentmondés.

6. A determinaltsagi axioma kovetkezményei

Habéar a kivalasztasi axiéoma és a determinaltsigi axiéma ellentmondanak egymaésnak, kiilonés médon
a kivalasztési axidma egy gyengitett valtozata pedig kovetkezik a determinaltsagi axiomabol.

1. Tétel. Feltéve a determindltsdgi axiomdt, teljesil hogy amennyiben {A, : o € I} walds szamok
nemdres halmazaibdl dllé megszdmldlhato rendszer, gy van kivdlasztdsi fiigguénye.

Bizonyitds. Tekintsiik az alabbi jatékot, amelyet az { A, : a € I} rendszer alapjan konstrualunk. A két

jatékos természetes szamokat mond felvaltva. Ha az egyik jatékos a jaték soran rendre az < ag, aq,- -+ >
és < by, b1, ... szamsorozatokat mondta, gy nyerjen az masodik jatékos, ha b € A,, és nyerjen az els6

jatékos egyébként.

A determinaltsagi axioma miatt valamelyik jatékosnak van nyerd stratégiaja. Ez nem lehet az elsd
jatékos, hiszen ap megmondésa utan a masodik jatékos tud j6 b-t mondani, mivel A,, nemiires.

Ezért a masodik jatékosnak van valamilyen o nyerd stratégiaja. Ekkor f(X,,) = o({n}) kivalasztasi
fliggvény. O

Az alabbiakban néhény allitason keresztiil bemutatom azt, hogy a determinaltsagi axioma feltevése
azt implikalja, hogy szdmos leir6 halmazelméleti tulajdonség szokatlanul szépen miikddik, Gsszevetve
a kivalasztasi axiéma "univerzuméaval".

2. Tétel. A valds szdmok minden részhalmaza Lebesque-mérhetd. (A determindltsdgi axidma mellett).

Egy segédallitast bizonyitunk elsGként.

3. Allitas. (AD) Legyen S C R olyan tulajdonsdgi, hogy ha Z C S Lebesgue-mérhetd, akkor nullmér-
tékd. Ekkor S is nullmértékd.

Bizonyitds. El6szor is, az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy S C [0,1]. (Kiilonben S-et
felvagjuk egységszakaszokkal és kiilon-kilon bizonyitjuk a nullmértékiséget a szeletekre). Az, hogy S



nullmértékd, egyenértéki azzal, hogy tetszdleges ¢ > 0 szamra teljesiil A\(S) < & ahoLX a Lebesgue
kiils6 mértek. Rogzitsiink tehat egy tetszdleges pozitiv valos e értéket, belatjuk hogy A(S) < e, ezzel
igazolva a tételt.

Ehhez definidljuk a(z e-hoz és S-hez rendelt) lefedési jatékot. Az els§ jatékos 0 vagy 1 szam-

jegyeket mondhat, a méasik jatékos természetes szamokat: < ag,a1,--- > és < bg, by, -+ >. A jaték

interpretacioja az alabbi. Legyen a = Y | sntr- Lovabba legyen minden n € N-re a G} halmaz-

rendszer egy felsorolasa az kovetkezd tulajdonsdgi G halmazoknak: G véges sok, racionalis-racionalis
végponti intervallum uni6ja, és A(G) < gt

A jatékot az els6 jatékos nyeri, amennyiben:

l.aesS
2. a g UGy,

és kiilonben a masodik jatékos nyeri.

Informalisan tehat arrdl van szo, hogy az els6 jatékos egy [0, 1]-beli szamot ir fel kettes szamrend-
szerben, melynek S-ben kell lennie. A masodik jatékos ekézben probélja a G halmazokkal lefedni ezt
a szamot, az els6 igyekszik ezt elkeriilni.

Allitjuk, hogy az els6 jatékosnak nincs nyerd stratégiaja a jatékban. Ha lenne ilyen o nyerd stra-

tégia, akkor képezhetnénk azt az f fiiggvényt, amely egy < bg, by, > sorozathoz hozzarendeli az
a = f(b) szdmot amelynek ag,a,... jegyeire igaz, hogy < ag,bo,a1,by1, -+ > a jaték azon lefolyasa,
mikor a méasodik jatékos a by, b1, ... lépéseket teszi, az elsG jatékos pedig o szerint jatszik. Ez az f

folytonos, hiszen NV cilinderhalmazaihoz lathatoan cilinderhalmazok "kilapitasait" rendeli, ami R-ben
nyilt. Mivel folytonos, azért f(NV) analitikus, igy a leir6 halmazelméletbsl tudjuk, hogy mérhets.
Masfelsl f(NY) € S, mert o nyerd stratégia volt, igy a kapott a-k mindig S-beliek lesznek. Azonban
S olyan tulajdonsagi, hogy minden mérhets része nullmértékd, igy f(NY) nullmértékd. Viszont egy
nullmértékd halmazt tudunk fedni egy Gy ; n = 0,1,2,... alaka sorozattal — hiszen fedni tudjuk
tetszélegesen kicsi Osszmértéki intervallumokkal, specidlisan mondjuk § Osszmértiikiiekkel is, ezeket
pedig konnyedén fedni tudjuk sorban G} -beliekkel.

Mivel fedni tudtuk a teljes f(NV)-et egy G} sorozattal, azért o nem lehet nyerd stratégia. Itt
o tetszleges volt, ezért az elsé jatékosnak nem lehet nyerd stratégiaja. Feltettiik a determinéltsagi
axiomat, igy ha az elsé jatékosnak nincs nyerd stratégiaja, akkor a mésodiknak van. Legyen ez a
stratégia 7.

Legyen egy adott s =< ag, . ..,an > véges 0 — 1 sorozatra G5 az a G halmaz, ahol < by, ..., b, >
az a sorozat, amelyet a mésodik jatékos 1ép < aq,...,a, >-re vilaszul a 7 stratégia szerint jatszva.
Mivel 7 nyerd stratégia, azért Va € S-re a € | J{Gs : s C a}. Ezért

SCU{GS:s€O,1<N}:D U ¢

n=1s€0,1™

Vegyiik észre, hogy itt n > 1 és s € 0,1" esetén A\(G5) < 55 (a G halmazok definial6 tulajdonsagai
miatt). Emiatt
€
A U Gs)gﬁ.znzi

s€0,1m



Ezért végiil adodik, hogy

VESE RGURSED o B
s€0,1m n=1 s€0,1m

n=1

Kaptuk, hogy \(S) < ¢, de itt ¢ tetsz6leges pozitiv szam volt, igy adédik, hogy S nullmértéki,
ahogy be szerettiink volna latni. O

A segédallitas igazolasa utan mar konnyedén bebizonyithatjuk a tételt.

Bizonyitds (Tétel). Legyen X C R tetszlleges halmaz. Ehhez létezik A halmaz tgy, hogy X C
A és A\ X minden részhalmaza nullmértéki (véges mértékid X esetén ilyen a legkisebb meértéki
mérhet6 fedGhalmaz, végtelen mértékd X esetén visszavezethetiink a véges mértéki esetre a halmazunk
szétvagasaval). A bebizonyitott segédallitasunk szerint ekkor A \ X nullmértékid, azaz X mérhetd.

Tovabbi szép leir6 halmazelméleti allitasok, amelyek teljesiilnek a determinéltsagi axiéma feltevése
mellett, am a kivalasztasi axiémaéat feltéve nem:

3. Tétel. A determindltsdgi axiomdt feltéve:

o R minden részhalmaza Baire-tulajdonsdgi

e R minden nem megszdmldlhatd részhalmazdban van perfekt részhalmaz (zdrt és izoldlt pont nél-
kiili)
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