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1. Bevezetd

Banach fixponttétele szerint egy teljes halon (azaz olyan részbenrendezett hal-
mazon, melyben minden részhalmaznak van legkisebb kozos fels6 korlatja, és legna-
gyobb kozos also korlatja) megadott monoton fiiggvénynek létezik fixpontja. A tétel
bizonyitasa viszont az algoritmikus bonyolultsagot nem adja meg, az e félévi egyéni
kutatomunkankban ezzel kapcsolatos kérdésekkel foglalkoztunk. Az altalunk vizs-
gélt esetben adott d dimenzidban valamilyen N € N-re az L = {0,1,..., N}9 récs,
amelyen részbenrendezés az alabbi szabaly szerint van: (aq,...,aq) < (b1,...,bq)
pontosan akkor, ha minden ¢ < d-re a; < b; .

A feladat egy orakulummal adott f : L — L fliggvény egy fixpontjanak meg-
talalédsa, vagy két olyan pont megmutatasa, amelyek miatt a fiiggvény nem lehet
monoton.

Az altalanos eset megoldatlan, d dimenzi6 esetén adodik egy log?(N) idejt algo-
ritmus, Fearnley, Palvolgyi és Savani viszont 3 dimenzioban talaltak egy O(log?(IV))
idejii algoritmust([2]), amellyel d dimenziéban is O(log” [4/31 v )-re javitottak a becs-
lést, amit Chen és Li nemrég megjelent cikkiikben O(log((dﬂ)/ AN )-re javitottak
().

A legjobb ismert als6 becslés minden d > 2 dimenziora Q(log?(N)), azaz létezik
olyan f monoton fiiggvény, amely fixpontjat legrosszabb esetben ennél kisebb nagy-
sagrendi 1épésszamban nem lehet megtalalni. Ez a becslés 2 és 3 dimenzioban éles,
magasabb dimenzioban azt sejtjiik, hogy nem az.

Ez a konstrukcié megtalalhato az [I] cikkben.

Az alabbiakban bemutatjuk a fent emlitett eredményeket, és a sajat munkankat.

2. Fels6 becslések

A kérdésre adott felsé becslések egyik {6 alapgondolata a kovetkezd megfigyelés:

2.1. Allitas. Legyenck a és b olyan pontok, melyekre f(a) > a, és f(b) < b. Ekkor
fadc:a < c<b} részracsot onmagdba képezi, és ezért létezik fizpontja ezen a
halmazon.



1. abra. A racs csokkentése

A d-dimenzios feladat megoldhaté rekurziv binéris kereséssel log?(N) lépésben:
El6szor is, 1 dimenzidban egyszert binaris kereséssel kaphatunk fixpontot, hiszen
f(N/2) < N/2 esetén a [0, N/2] intervallumban (s6t, a [0, f(N/2)] intervallumban
is) talalhato fixpont, mert a fiiggvény a monotonitas miatt ezt az intervallumot 6n-
magaba képzi. Hasonloan, f(N/2) < N/2 esetén pedig az [IN/2, N] intervallumban
talalhato fixpont. Az igy kapott < N/2 hosszu intervallumot tovabbi kérdésekkel
Ujra és tjra tovabbfelezhetjik, igy O(log V) lépésben talalunk egy fixpontot. A d
dimenziés esetben rogzitsiik az utolso koordinatat N/2-re, az igy kapott (d — 1) di-
menziés racsban logdil(N ) lépésbdl talalhatunk olyan pontot, aminek az elsé d — 1
koordinatéja fixen marad (hiszen az elsé d — 1 koordinatéara szoritkozva is monoton
a fliggvény, erre alkalmazhatjuk a rekurziobol adodo keresési algoritmust). Ezzel a
2.1. Allitas alapjan megint megfelezhetjiik a racsot, igy dsszesen O(logd N) lépésbal
talalhatunk fixpontot.

To6bben azt a sejtést fogalmaztak meg, hogy ez a felss becslés éles ([1], [4]), de
mint a kévetkezd tételbdl kideriil, méar 3 dimenzidéban sem az:

2.2. Tétel (Fearnley, Palvolgyi, Savani). A d = 3 esetben O(log*(N)) lépéssel ta-
lalhatunk fixpontot.

Az algoritmus azon alapul, hogy az aktuélisan vizsgalt racsrész csokkentéséhez
nem sziikséges olyan pontot taldlnunk, aminek majdnem minden koordinataja fixen
marad (mint az iménti rekurziv algoritmusban), hanem elegendd olyat, amit egy
vele Gsszehasonlithaté pontba visz a fiiggvény.

Az algoritmus egy szubrutinja a kovetkezd problémat oldja meg: A racsnak egy
koordinata rogzitésével kapott részracsan keresiink olyan pontot, amelyet a fiiggvény
egy vele Osszehasonlithaté pontba visz.

A [2] cikkben megtalalhato ennek a részletes leirasa (inner algorithm néven), 3
dimenzioban az esetek megfelel szétvalasztasaval O(log V) 1épésbdl talalhato ilyen
pont. Ebbél pedig ugy adodik az O(log® N)-es fels6 korlat, hogy az éppen vizsgalt
racsot a leghosszabb oldala mentén megfelezziik, és ezt a koordinatat rogzitve al-
kalmazzuk a szubrutint egy olyan pont keresésére a kapott hipersikon, melyet vele
Osszehasonlithatd pontba visz a fliggvény, egy ilyen pont segitségével pedig megfe-
lezhetjiik a vizsgalt racs méretét.

A kovetkezs tétel segitségével a meglévs algoritmusainkbol nagyobb dimenzids
algoritmusokat is kaphatunk:



2.3. Tétel (Fearnley, Palvolgyi, Savani). Ha az a-dimenzids racson q,, a b-dimenzios
racson pedig qp lépésben taldlhatunk fixpontot, akkor az a + b dimenzids esetet q, -
(gp + 2) lépésben megoldhatjuk.

Ennek segitségével a 3 dimenzids becslés a magasabb dimenzios eseteket is meg-
javitja:
2.4. Kovetkezmény. A d-dimenzids esetben O(log* /31 N) lépésben taldlhatunk fiz-
pontot.

A kisebb dimenzi6s algoritmusok Osszeillesztésének alapotlete a kévetkezs: fut-
tassuk az a dimenzios algoritmust az elsé a darab koordinatan olyan moédon, hogy
az ordkulum hasznélatakor el6bb az utolsé b koordindtaban futtassuk a masik algo-
ritmust, majd az igy kapott pont fiiggvényértékét hasznaljuk fel. Azaz ha az elsé
algoritmus a ¢ = (cy, ..., ¢,) pontot kérdezi le, akkor elszor az {x = (x1 ..., 244p) :
Vi < a x; = ¢;} altéren futtassuk az algoritmust, majd a kapott pont (melynek
utolso b koordinatajat f nem valtoztatja) f szerinti képének elsé a koordinatajat
adjuk vissza fliggvényértékként. Ha igy eljarva az els6 a koordinataban valtozatlan
pontot kapunk, az egyben egy fixpontot is meghataroz, hiszen az eljarasunk sze-
rint kaptunk egy olyan pontot, melynek az elsé koordinatai egyeznek, és az utolso b
koordinataja sem valtozik.

Erdekes modon a kovetkezs, erésebb becslés is az elgbbi 3 dimenzios eredményen
alapul:

2.5. Tétel (Chen, Li). A d dimenzids esetben O(log!*™/21 N) lépésbal taldlhato
fixpont.

Ebben az esetben a dimenzidéugras nem a teljes algoritmusnal, hanem a korab-
ban leirt szubrutinnal (a [3] cikkben: Tarski*) torténik, azaz a keresési algoritmus
ugyanazon segédprobléméara hasznal egy szubrutint, majd a mar latott modon a
lépésszamot log N-szeresére novelve megtalal egy fixpontot.

A segédprobléma megoldasa viszont egy kivetkezd, formélisan erGsebb, de valoja-
ban lényegében ugyanolyan nehéz segédprobléma segitségével torténik (a [3] cikkben:
RefinedTarski*): Az egy koordinata rogzitésével kapott sikban két pontot keresiink,
pl-et és p'-et, tgy, hogy f(p') > p', f(p") < p", és az alabbi harom feltétel koziil
legalabb egy teljesiiljon:

1. p! a rogzitett koordinidtaban szigortian nd
2. p" a rogzitett koordinataban szigortan csokken

3. mindkét pont a rogzitett koordinataban valtozatlanul marad

Ez a segédprobléma az el6z6, egyszeriibb szubrutin segitségével konstansszoros
idében megoldhato, tovabba a segitségével a szubrutin dimenzidjat is novelhetjiik,
a kovetkezd allitas szerint:

2.6. Allitas. Ha RefinedTarski* a + 1 dimenzidban qq, b+ 1 dimenziéban pedig q,
lépésben megoldhatd, akkor az a+ b+ 1 dimenzids Tarski* O(qa.qp) lépésben megold-
hato.

Mivel 3 dimenziéban a Tarski* szubrutin O(log N) lépésben megoldhato, igy Tar-
ski* d dimenzioban O(log!*~V/21 N} 1épésben megoldhato, amibél mér kivetkezik
a tétel allitasa.



3. Az als6 becslés

Az alabbiakban bemutatjuk az ordkulum egy lehetséges miikodését, amellyel a
fixpont megtalalasa Q(log?(N)) kérdést igényel, ez az als6 korlat [I]-ben van lefrva.
Az dtlet az, hogy a fliggvényiink az alabbi formatumu lesz: Lesz a (0,0) és az (N, N)
pontok kozott egy 1t, amelyen valahol van egy fixpont, és az iton minden pontbol
a a vele szomszédos, uton 1évé, fixponthoz kézelebb 1évé pontba menjen a fliggvény.
Az uton kivil pedig atlésan kozeledjen a fliggvény 1 mezdényit az uthoz, ezzel csak
az 1t hollétérsl ad informaciot, az tton beliil a fixpont elhelyezkedésérsl nem.

ya ya
\ \\\

2. abra. Az als6 becslés konstrukcidja

Osszuk fel a négyzetet v/ N régiora,
Ry :={(z,y) € (0,...,N)x (0,...,N) : aV/N <z +y < (a + 1)V N}

ezekben a régiokban egymastol majdnem filiggetleniil megy az ut: Minden régiot
osszunk tovabb O(N'/4) alrégiora,

Sp={(z,y) € (1,...,N)x (1,...,N) : 26N"* < w +y < (2b+ 2)N'/*},

és minden régiobol valasszunk ki egy specialis alrégiot egyenletes eloszléssal, a nem
specialis alrégiokban menjen az 1t felvaltva jobbra és felfelé, azaz a jobb fels sarok
fele ,atlosan”. Tovabbd minden R, régithoz valasszunk egyenletes eloszlassal egy
l, € [-N/* N1 értéket, és a specialis alrégioban tigy menjen 1t, hogy az alrégio
végén r — y = [, teljesiiljon, ez barmilyen érték esetén lehetséges, hiszen az x — y
érték az alrégioban 2N'/4-et véltozhat, és eltte is a [~N/4 N4 intervallumban
van a két koordinata kiilonbsége.

Ezzel megadtuk a monoton fiiggvényt, errsl belatjuk, hogy a fixpontjat Q(log?(N))
id6 megtalalni.

3.1. Allitas. Egy adott R, régidbeli specidlis alrégid megtaldldsdhoz kell Q(log(N))
kérdés ebbdl a régiobol.

Bizonyitds. A région kiviili fliggvényértékek nem arulnak el semmit sem a specialis
alrégio helyzetérdl, igy a régio két végén az Gt helyzetét ismerve is egy binaris keresési
feladat az alrégio megtaldlasa, ezért Q(log(N'4)) = Q(log(N)) idét igényel. O
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Legyen S, és Sy két szomszédos régid specidlis alrégivja, és T a kozéjiik esd
alrégiok unidja. Vegyiik észre, hogy az at T-n beliili részén = — y értéke fix marad
1 hijan, és ez az érték csak a két szomszédos alrégiotol fligg.

3. abra. A kivalasztott ut haladasa a régiokon beliil

3.2. Allitas. Ahhoz, hogy az it T-n beliil részének megtaldljuk eqy pontjdt, szikséges
Qlog(N)) kérdés T-ben, vagy egy pont ismerete a két szomszédos specidlis szubrégio
valamelyikében az 1itrol.

Bizonyitds. Ha a specidlis alrégiokbol nem ismeriink egy pontot sem az tutrol, akkor
a T-n kiviili kérdések nem segitenek, T-n beliil pedig sziikség van Q(log(N'/4)) =
Q(log(N)) kérdeésre. O

A fenti két allitas egyiittesen adja a kovetkezot:

3.3. Kovetkezmény. Egy R, régioban eqy tton lévd pont megtaldldsdhoz sziikség
van Qlog(N)) kérdésre R,-bdl, vagy a szomszédos régickbol.

3.4. Kovetkezmény. Ahhoz, hogy egy algoritmus taldljon az dton Q(log(N)) pon-
tot, amelyek eqymdstol pdronként legaldabb Q(\/N ) tavolsdgra vannak, szikség van
Q(log®(N)) kérdésre.

Bizonyitds. Két (vagy adott konstansnal tobb) ilyen pont nem lehet egy rogzitett
régioban és szomszédaiban, igy egymastol fliggetleniil 2(log(N)) darab Q(log(N))
kérdésbdl allo algoritmust kell futtatni. m



Ebbél pedig kovetkezik, hogy a fixpontot Q(log®(N)) kérdés megtalalni: ha min-
den régiot osszehiizunk egy pontba, és tekintjiikk ezen a fixpontkeresési problémat
(ugyanugy iranyitva, ahogy az eredeti utat), és az eredeti uton vett kérdéseket az
osszehuzotton is kérdésnek tekintjiik (valasznak pedig vagy elaruljuk, hogy a ré-
gibban van a fixpont, vagy megmondjuk, melyik irdnyban), akkor itt Q(log(NV))
kérdésre tovabbra is sziikség van, és ha az eredeti titon egy algoritmus megtalalja a
fixpontot, akkor itt is. Tovabba az itteni kérdések egymastol Q(v/N)-re 1évé pontok
kérdezéseinek felelnek meg, tehat valoban sziikség van taldlni az aton Q(log(N))
pontot, amelyek egymastol paronként legalabb Q(\/N ) tavolsagra vannak.

4. Sajat kutatas: Konstans sok valtoz6é koordinata
esete és egyéb észrevételek

A keresési stratégia keresése soran a monoton fiiggvényrél feltehets, hogy tetszé-
leges pont és a képe kozott minden koordinata legfeljebb 1-et valtozik, mivel ha egy
altalanos monoton fliggvénynek vessziik ezt a levagasat, akkor az tovabbra is mono-
ton marad, a fixpontja helyben marad, és a keresd algoritmus az eredeti fliggvénybdl
el6 tudja allitani a levagott fiiggvényt (tehat az eredeti fiiggvény fixpontjat biztosan
nem konnyebb megtaldlni). Egy f fiiggvény f; levagasan a kovetkezot értjik: fi(x)
i. koordinataja legyen f(x) i. koordinataja, eggyel névelve ha f(z) i. koordinéaté-
ja nagyobb, mint x i. koordinataja, eggyel csokkentve, ha kisebb, egyébként pedig
ugyanannyi.

A keresési algoritmus keresése soran ezutan felmeriilt, hogy mi az algoritmikus
bonyolultsaga annak az esetnek, ha a fiiggvény minden pontban csak rogzitett szamu
koordinataban valtozhat.

Ha minden pontban legfeljebb 1 irdnyban véltozhat, akkor O(log(/N)) idében
megtalalhaté a fixpont, mivel minden kérdésnél vagy megtaléljuk a fixpontot, vagy
felezhetd a megmaradt récs mérete.

Ha minden iranyban legfeljebb 2 iranyban valtozhat, akkor a sejtésiink az, hogy
tovabbra is a log®(N) idében megtalalhato a fixpont valamilyen ¢ konstansra (a
dimenzi6tol fiiggetleniil), mivel minden pontban 6sszesen 1 fajta fiiggvényérték van,
amelyek esetén nem tudjuk felezni a vizsgalandé récs méretét, igy a fliggvény joval
kevésbé lehet bonyolult, mint az altalanos esetben:

Az els6 kérdés legyen a réacs kozépss pontja, tegyiik fel, hogy innen x; koordina-
taban csokken, xo-ben né. Az zq irdany legyen a vizszintes, o a fligg6leges, ekkor a
kozéppontbdl jobbra lefele megy a fliggvény. Ezutédn nézziik meg a kozéppont alatti
pontban a fiiggvényértéket. Ha egy itteni kérdés utan nem tudunk felezni, akkor
itt is ng, illetve csokken 1-1 koordinataban. Monotonitéds miatt néni csak x-ben
tud, csokkeni zo-ben (ekkor ugyanolyan marad a fliggvény), vagy egy ezektdl eltérd
r3-ban.

Tegyiik fel ez utobbi esetet, és nézziik meg az ezalatti ponton vett fliggvényér-
téket. Itt is tegyiik fel, hogy nem felez, igy egy koordindtaban né, egyben csokken.
Mivel a felette 1évS pont x3-ban csokken, ezért neki is kell, néni pedig szintén a felette
1év6 pont miatt csak z1-ben (ekkor ugyanolyan marad a fiiggvény), vagy zo-ben tud.
Tegyiik fel az utobbi esetet, és nézziik meg az alatta 1évé pontot. Ennek a felette
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4. dbra. Egy lehetséges fliggvény a fiiggsleges szakaszon

1évé pont miatt xz-ban csdkkennie kell, és tegyiik fel, hogy nem felez. Névekedni ez
csak wo-ben tud, azaz ha nem felez egy pont, akkor innentdl lefele mindenképpen
x3-ban kell csokkennie, és zo-ben nénie. Tehat ha ezen a szakaszon egyik pont sem
felezs, akkor felbonthato 3 szakaszra, a felsé szakaszon xi-ben né, xo-ben csokken a
fiiggvény, a kdzépsén x1-ben né, xz-ban csokken, az alson z9-ben né, x3-ban csokken.

Hasonléan végignézhets a kozéppontbol jobbra mend szakasz, igy ezekben a pon-
tokban is kevés féle fiiggvényérték lehet. Ezekbdl a jobb alsé negyedsikra is levonhato
egy kovetkeztetés: ha egy pont nem felez, akkor majdnem egyértelmiien meg van
hatarozva ott a fiiggvényérték, ha a két kozéppontol indulo, feljebb targyalt szaka-
szon rogzitettiik a fiiggvényt: legfeljebb 2 lehetséges irany van, amerre néhet,
iranyaban, illetve a kozépss vizszintes szakaszon felette 1évS pont novekedési irdnyéa-
ban, a monotonitas miatt. Hasonléan csokkenni csak x, iranyaban tud, vagy abban,
amerre a fliggbleges kozépss szakaszon a vele egy magassagban 1évé pont csokkent.

Mindezen észrevételek ellenére nem taldlhatoé a sikban biztosan ’felezé’ pont,
ezért ez nem elég a log®(N) id6hoz.

Jobb als6 korlat 4 dimenziéban

Jelenleg minden d > 2 dimenziéban a legjobb ismert alsé becslés log?(N), ez
d = 2,3 esetén éles, mi 4 dimenzioban probaltunk ezen javitani. A 2 dimenzios
rejtést probaltuk meg atvinni 4 dimenzidba, de nem sikeriilt megfelel6 monoton
fiiggvényt talalni. Ha ugyanigy egy (0,0,0,0) és (N, N, N, N) kozti monoton uton
akarjuk elrejteni a fixpontot, és egyébként az it fele iranyitani a fliggvényt, akkor
az r1 + r92 + x3 + 4 = c hipersikokon meg kellene adni egy olyan ,természetes”
fiiggvényt, ami egy adott pont felé visz, és ilyen hipersikok Osszerakva monoton
fiiggvényt adnak.
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