2 szintll titokmegosztas

A titokmegosztés célja a kovetkezd: adva van egy titok (ez akdrmi lehet, csak
képes legyen kiilonboz6 értékeket folvenni), errél akarunk gy informéaciot
atadni, hogy ezeknek pontosan az elore meghatarozott részhalmazaibdl lehessen
megfejteni a titkot, mikozben az Osszes tobbi esetben keveset lehessen meg-
tudni réla. (a nem elfogadott esetekben az optimélis médszerrel val tippelés
taldlati esélyét akarjuk minimalizalni)

Egy példaként legyen az a cél, hogy barmely két adatbdél meg lehessen
hatarozni a titkot.

Ehhez vegyiink egy (véges test feletti) projektiv sikot, ezen egy e egyenest,
e-n egy P pontot (ez lesz a titok), és P-n at egy e-tél kiillonboz6 f egyenest.
Az embereknek szétosztjuk f P-t6l kiillonbozo pontjait, és kozzétesszik az e
egyenest, és az elobbi metodust. fgy két pont ismeretében az 6ket 0sszekoto
egyenes és e metszéspontjaként megkaphato a titok, de ha legfeljebb egy
pontot ismeriink, e minden pontjan at ugyanannyi egyenes megy, ami tar-
talmazza a legfeljebb 1 ismert pontot, tehat semmi informéciénk nincs a
titokrol.

Hasonlé a helyzet, ha 2 helyett n adatot varunk el. Ekkor egy n di-
menzios projektiv teret vesziink, e rogzitett egyenes, P e egy pontja (a
titok), H egy olyan hipersik, ami e-t P-ben metszi. Az emberek kozott
szétosztjuk egy H-beli, P-t tartalmazo ivnek a P-tol kiillonboz6 pontjait, és
kozzétessziik az e egyenest, és az el6bbi metédust. (Egy ponthalmaz {v, ha
barmely részhalmaza vagy fesziti az egész teret, vagy egy elemszam-1 di-
menzios alteret feszit.) A megfejtéshez a kapott pontok altal feszitett alteret
kell elmetszeni e-vel. (Itt — ahogy a kordbbi példdban és a késébbiekben
is — e-t valaszthatjuk egy k dimenziés altérnek egy k — 1-gyel nagyobb di-
menzios térben, és ha igy noveljiik a titok lehetséges értékeinek szamat, azzal
kevesebb ponti teret kaphatunk, mint amit az alaptest névelésével kapnank.)

A 2 szintu titokmegosztasnal az embererket 2 csoprtba osztjuk, és a titok
megfejtéséhez vagy az els6bol kell m ember, vagy a kettobol dsszesen n(> m).
[tt csak az m = 2 esettel foglalkozunk.

Ehhez egy az el6zoek utan természetes konstrukcio a kovetkezé: legyen e,
P és H mint az eloz6 példaban, f egy P-n dtmend egyenes H-ban, K pedig
egy olyan {v H-ban, amire f N K tres, és K U{P} is iv. Az els6 csoportnak
szétosztjuk f pontjainak egy F részét (P ¢ F), a méasodiknak pedig K
pontjait. Ez akkor fog az el6zoekhez hasonléan miikodni, ha minden @) € F-
re KU{P,Q} is iv. (A konstrukcid altalanosithaté m > 2-re is, de az utolsé
feltétel nehezen ellenérizhetd/kezelhetd.) Azt vizsgaljuk, hogy hény emberig
hasznalhaté ez a mddszer az alaptest rogzitett g elemszdama mellett. (Tehat
|FF U K| maximumdra vagyunk kivdncsiak, és hogy ez |K| mely értékeire



érhet6 el.) A tovdbbiakban feltessziik, hogy |F| > 2 és |K| > n. A ¢ elemil
testet jelolje GF(q), annak multiplikativ csoportjat GF(q)*.

Kezdésnek tegyiik fel, hogy n = 3. Ekkor az utolso feltétel arra egyszertisodik,
hogy F' semelyik pontja sincs rajta K semelyik szelGjén.

H-bol f-et elhagyva egy affin teret kapunk, amelyben K egy olyan {v,
aminek a szel6i kevés parhuzamossigi osztalyt hatdroznak meg (hiszen a
maradékbdl keriilnek ki F' U {P} pontjai). Erre egy példat képeznek az
ugynevezett affin szabdlyos sokszogek (egy affin sik egy ponthalmaza af-
fin szabalyos sokszog, ha a ponjainak létezik olyan bijekcidja egy euklideszi
sikbeli szabalyos sokszOg cstcsaira, ami megtartja a csicsok kozt futd egye-
nesek parhuzamossagat): ha K-t egy affin szabalyos sokszognek valasztjuk,
F-et pedig azon P-tol kiil. pontoknak, amik nincsenek rajta K semelyik
szel6jén, akkor | FUK| = ¢q. Ennél jobbra pedig éltaldban nem is szdmithatunk,
ugyanis konnyen bizonyithatd, hogy |F U K| < g + 1, és egyenléség esetén g
paros.

Paratlan ¢-ra karakterizaltdk az affin szabélyos sokszogeket: (mindegyik
atvihetd affinitdssal a kovetkezok valamelyikébe)

1. A test 1 dltal generdlt additiv H részcsoportjra {(h? h)|h € H}
(Ez barmely additiv részcsoportra a célnak megfelelé K-t ad.)

2. A test multiplikativ csoportjanak egy tetszéleges H részcsoportjara
{(h,3)Ih € H}

3. Legyen GF(q¢?*)-ben i az 2* — k (GF(q) folott) irreducibilis polinom
egyik gyoke. Ekkor minden elem egyértelmiien all el6 a + bi alakban,
ahol a,b € GF(q). Azon elemek, amelyekre
a’? — kb?> = 1, csoportot alkotnak a szorzdsra nézve; vegyiik ennek egy
H részesoportjat. Az (a,b) <> a + bi azonositassal élve H pontjai affin
szabalyos sokszoget alkotnak.

Az els6 ketté péaros g-ra is jo K-t ad, és a csucsszamuk primosztdja g-nak,
tetszoleges osztdja ¢ — 1-nek, illetve ¢ + 1-nek. Bizonyithaté, hogy ha q
paratlan, és |F'U K| = q, akkor |K| osztja ¢-t, ¢ — 1-et vagy ¢ + 1-et.

Ezeket altalanositva térjiink vissza n — 1 dimenzidba.

A mésodik pontjainak a koordinétéi a projektiv sikon (h: 1: 5) = (h? : h : 1),
a hozzatartozé egyenes pedig az (z : 0 : y) pontokbdl all6. Ez ugy dltalanosodik
n — 1 dimenzidra, hogy K a (h"~': h"2: .. : h:1) alakd pontokbdl &ll, f
pedigaz (x:0:0:...:0:y) alakdakbdl.

Def.: (n — 1)-dimenziés momentumgorbének nevezziik az
{(M(z)=(z"":2"2: .. :2: )|t € GF(¢)} U{M(c0) = (1:0:0:...:0)} hal-
mazt. Ezzel a jeloléssel K = {M(h)|h € H}, f = M(0)M(c0). Azt éllitom,



hogy minden n-re és H-ra kivélaszthaté a feltételeknek megfelelé ¢ — |H|
pontu F.

Nézziik meg, hogy mikor lesz M (z1), M (z3), ..., M(zp-1), (x :0: ... : 0 y)
osszefliggdk. Pontosan akkor, ha a koordinataikbol alkotott matrix deter-
minansa 0:
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Mivel a méasodik matrix minden sorabdl kiemelve a megfelelo valtozot
visszakapjuk az els6 matrixot, ez pontosan akkor lesz 0, ha x = (—1)"y [ z;.
Tehat ha minden x; H-beli, és ezek osszefiiggdk, akkor 2 = (=)"ITz; €
(—1)"H, igy |F U{P}| =q+1— |H| adddik, és ezt allitottuk.

Az els6 tipus homogén koordindtai (h? : h : 1), az egyenes pedig az
(x:y:0). Ez az el6z6hoz hasonldan akadalymentesen altaldnosithaté n — 1
dimenziéba.

Végiil a harmadik tipusban az egyenletet homogenizdlva (a® — kb? = ¢?),
majd dtrendezve k(a + c)(a — ¢) = (kb)? adddik, tehdt az (a : b : ¢) —
(k(a+c) : kb : a — c) transzformdcié az egyenlet gyokeit éppen az (22 : z : 1)
alakiakba viszi at. Mivel az eredeti egyenletnek nem volt gyocke semelyik
idedlis pont, az ilyen alaki pontok kozott a ¢ = 0 egyenletnek nem lehet
megoldésa... az alaptestben, de a bévitettben kettd is van: (2 : 4 : 1) és
((=2)*: —i: 1). Ez azt jelenti, hogy az altalunk keresett f egyenes igazabdl
GF(¢*)-ben az ezeken atmend szel6. Ezt dtvive nagyobb dimenziéba azt
tapasztaljuk, hogy az M (i)M(—i) egyenes azon pontjai, amiknek minden
koordinatdja GF(q)-beli, mindig egy egyenest alkotnak a GF(q) folétti pro-
jektiv térben (ez lesz f). Most az eddigiek alapjan a logikus 1épés az lenne,
hogy GF(¢?)* q + 1 elemii részcsoportjat illesztjitk r4 M pontjaira (és ez is
megoldhatd), de az azonos elemszamu faktorral kénnyebb dolgozni, ugyanis
az nem mas, mint GF(q*)*/GF(q)*. Ezen faktor elemei: {k(a + bi)|k €
GF(q)*}. Ezek péarba allithatéak (relative természetes médon) a momen-
tumgorbe pontjaival:{k(a 4 bi)} — M($). (Ezzel gyakorlatilag egy szorzast
kaptunk M-en.) Mindezek utan némi (igazdbdl elég sok) szamolas utan
az ember azt tapasztalja, hogy az M (xy), M(xs),...M(z,—1) pontok altal
generdlt altérbe f pontjai koziil pontosan egy esik bele (ez még nyilvanval6),



és hogy melyik, az csak elobb nekik megfeleltetett értékek szorzatatol fiigg.
Ez pedig azt jelenti, hogy ha ebbdl vesziink egy K részcsoportot, akkor ez
f-rél csak | K| pontot zar ki, igy |[K UF U{P}| =q+ 1, és ez volt a cél.

Ez a konstrukcié paros g¢-ra is miikodik, két modositassal: az elsé az,
hogy mivel 22 — k alakd irreducibilis polinom nincs, ezért helyette egy a2 +
x — k alakut kell venni; a mésodik pedig az, hogy ahol —i szerepel, oda
ezen polinom mésik gyokét kell {rni: i + 1-et. (Ez a szdmoldsokban komoly
véltozas, de végiil ugyanez az eredmény. )

Végiil néhany eredmény arrdl, hogy ezeket mennyire (nem) lehet javitani
(csak felsorolds-szinten, mert ezekkel nem foglalkoztam):

|K| < %4 n—2, ha g pdros, és |K| < 222 4+ n egyébként.

Feltéve, hogy K-t a momentumgorbérdl valasztjuk, az elsé becslés vonatkozik
a paratlan esetre is.

Es, ha emellett még azt is feltessziik, hogy ¢ nem 3 vagy 5 hatvany, akkor
K| < o5
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