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Kutatémunkam soran Paul C. Eklof Whitehead’s Problem is Undecidable cimi
cikkét dolgoztam fel. Az igaz, hogy minden szabad csoport Whitehead-csoport,
azonban az allitas megforditasa ZFC-tdl fiiggetlen, errdl szol a cikk. Az 6sszefog-

laloban csoport alatt mindig Abel-csoportot értek.

1. A Whitehead-csoport

1.1. Definicié. Az A csoportot Whitehead-csoportnak nevezziik, ha tetszéleges
m : B — A sziirjektiv csoporthomomorfizmus, melyre ker m ~ Z, felhasad, azaz

létezik p : A — B csoporthomomorfizmus, melyre mp = 14.

1.2. Tétel. Legyen L a Godel-féle konstrualhatosagi axioma. ZF + V = L kon-
zisztens, tovabba ZF + V = L-bdl kovetkezik a kivalasztasi axioma és a kontinu-

umhipotézis.
1.3. Tétel. Legyen M A a Martin-axioma. ZFC + M A + 2§ > N; konzisztens.

Az alabbi két tétel mutatja, hogy N; szdmossigi csoport esetén a Whitehead-

probléma fiiggetlen Z FC-t6l:



1.4. Tétel. ZFC +V = L esetén minden N; szdmossagi Whitehead-csoport

szabad.

1.5. Tétel. ZFC+M A+28 > Ny esetén létezik Ny szamossagi Whitehead-csoport,

ami nem szabad.

2. Szabad csoportok és Whitehead-csoportok tulaj-
donsagai

2.1. Tétel. Szabad csoport tetszéleges részcsoportja szabad.
2.2. Tétel. Minden végesen generalt torzibmentes csoport szabad.

2.3. Tétel. Az A csoport pontosan akkor szabad, ha minden A-ra képezs epimor-

fizmus felhasad.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A szabad és legyen 7 : B — A epimorfizmus. Legyen
X ={x; :i € I} A béazisa. Minden i € I-hez valasszunk egy b; € B-t, amelyre
7(b;) = x;. Mivel X A béazisa, pontosan egy p : A — B homomorfizmus létezik,
melyre p(z;) = b; minden ¢ € [-re. Nyilvan mp = 14.

Tegyiik fel, hogy minden A-ra képez6 epimorfizmus felhasad és legyen F az X =
{z, : a € A} béazis altal generalt szabad csoport. Legyen 7w : F — A az az
egyértelmien meghatarozott epimorfizmus, melyre 7(x,) = a (a € A). Legyen
p : A — F egy olyan homomorfizmus, amelyre mp = 14 (ez a feltétel miatt
létezik). p injektiv, tehat A izomorf F' valamely részcsoportjaval, ami a tétel

miatt szabad.

2.4. Tétel. Minden szabad csoport Whitehead-csoport.



Bizonyitds. Az el6z6 tételbdl kovetkezik.
2.5. Tétel. Whitehead-csoport tetszéleges részcsoportja Whitehead-csoport.

2.6. Tétel. Minden Whitehead-csoport torzidmentes.

3. Megszamlalhaté6 Whitehead-csoportok

3.1. Definicié. A B torzidmentes csoport A részcsoportjat "tisztanak" (pure)

nevezziik, ha az A/B faktorcsoport torzidmentes.

3.2. Definici6. Legyen B az A csoport egy részcsoportja. Ekkor B’-t, B A-beli

"tiszta lezartjat" (pure closure) az alabbi moédon definialjuk:
B'={a € A:na € B, valamely n # 0-ra}.
B’ nyilvan A "tiszta" részcsoportja.

3.3. Allitas. Ha A szabad csoport, akkor A minden végesen generalt részcsoport-

jat tartalmazza A valamely végesen generalt "tiszta" részcsoportja.

Bizonyitds. Legyen B az A csoport egy végesen generélt részcsoportja. Lathato,
hogy B’-nek ugyanakkora a dimenzioja, mint B-nek. Mivel B végesen generélt,

ezért B’ is az, tovabba B’ "tiszta".

3.4. Tétel. (Pontryagin)
Ha A olyan megszamlalhato torziomentes csoport, amelynek minden végesen gene-

ralt részcsoportjat tartalmazza A valamely végesen generalt "tiszta" részcsoportja,

akkor A szabad.

3.5. Tétel. Minden megszamlalhatd6 Whitehead-csoport szabad.



3.6. Definici6. Az A csoportot Ni-szabadnak nevezziik, ha minden megszamlal-

hato (N;-nél kisebb szamossagi) részcsoportja szabad.
3.7. Tétel. Minden Whitehead-csoport N;-szabad.

Bizonyitds. Legyen A Whitehead-csoport, B < A megszamlalhato részcsoport. A
tétel szerint B Whitehead-csoport és mivel megszamlalhato, a[3.5] tétel szerint

szabad.

4. A Chase-feltétel

4.1. Definicio. Az A Wy-szabad csoport egy B részcsoportjat "Ny-tisztanak" (N;-

pure) nevezziik, ha az A/B faktorcsoport N;-szabad.

Az alabbi allitast Chase-feltételnek nevezziik:
A egy Ni-szabad csoport, aminek minden megszamlalhato részcsoportjat tartal-

mazza A egy megszamlalhato "N;-tiszta" részcsoportja.

4.2. Definici6. Halmazok
AgC..CA C..,v<a«
noéve lancat finomnak nevezziik, ha minden A < a limeszrendszamra Ay = (J,_, A,.

4.3. Lemma. Legyen A N; rendd csoport. A pontosan akkor elégiti ki a Chase-
feltételt, ha elGall megszamlalhatd sok szabad csoport finom lancanak az unidja-
ként:

AO C .. QAVQ vy V< wi,

ahol Ay = 0 és tetszbleges v < wy szdmossag esetén A,1 "Wi-tiszta" A-ban.



4.4. Tétel. Az A csoport pontosan akkor szabad, ha
E ={\ <wi : Alimesz, Ay nem "N;-tiszta" A-ban}

nem stacionérius wy-ben.

5. A Godel-féle konstrualhat6sagi axiéma

5.1. Tétel. Legyen V = L. Legyen C a {C,, : v < w; } szigoruan b6viil megszam-
lalhaté halmazokbol allé finom lanc unidja, tovabba legyen E C w; stacionarius.
Ekkor létezik {S, : v € E} gy, hogy S, C C, minden v € E-re és tetsz6leges

X CCesetén {ve E: XNC, =5,} Cw; stacionarius.

5.2. Kovetkezmény. Legyen V' = L. Legyen B a {B, : v < w;} szigortan
béviils megszamlalhatd halmazokbol allo finom lénc unidja, legyen Y tetszéleges
megszamlalhaté halmaz, tovabba legyen E' C w; stacionarius. Ekkor 1étezik

{9, : B, — B, xY : v € E} fiiggvényekbdl allo halmaz, melyre teljesiil, hogy
tetszdleges h : B — B X Y esetén, amelyre h(B,) C B, x Y fennall minden v-re,

létezik v € E, hogy h megszoritva B,-re g,-vel egyenld.

5.3. Tétel. Legyen V = L. Legyen B a {B, : v < w;} szigortan b&viilé meg-
szamlalhat6 szabad csoportokbdl 4llo finom lanc unidja, melyre
E ={v <w; : B,y1/B, nem szabad} C w; stacionarius. Ekkor B nem Whitehead-

csoport.

Az [1.4] tétel az [5.3] tétel és néhany masik korabbi allitas alapjan lathato be.



6. A Martin-axidma

6.1. Tétel. Tegyiik fel a Martin-axiomat (M A). Legyen A és B is kontinuumnal
kisebb szdmossagi halmaz, tovabba legyen P az alabbi tulajdonsagokkal rendel-

kez6 fliggvénycsalad:
1. minden f € P-re f A valamely részhalmazabol B-be képez6 fiiggvény

2. minden a € A-hoz és f € P-hez létezik g € P, amire f C g és a eleme g

értelmezési tartomanyanak

3. P tetszoleges nem megszamlalhatd P’ részéhez létezik fi, fo € P és f3 € P,

amire fi; # fo, tovabba fi-nek és fo-nek kozos kiterjesztése f3

Ekkor létezik g : A — B fiiggvény, hogy A tetszéleges véges F részhalmazéahoz

letezik f € P, hogy F része f értelmezési tartomanyéanak és g|p = f|F.

6.2. Tétel. Tegyiik fel M A + 2§ > Ni-t. Legyen A Ny rend( csoport, ami eleget

tesz a Chase-feltételnek. Ekkor A Whitehead-csoport.

6.3. Tétel. Van olyan N; rendii A csoport, ami eleget tesz a Chase-feltételnek, de

nem szabad.

Az [1.5] tétel a[6.2] és a[6.3] tétel kovetkezménye.
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