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A Whitehead-csoport

Definicié
Az A csoportot Whitehead-csoportnak nevezziik, ha tetszéleges 7 : B — A

szlirjektiv csoporthomomorfizmus, melyre ker m ~ Z, felhasad, azaz létezik

p : A — B csoporthomomorfizmus, melyre mp = 14.
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A Whitehead-csoport

Tétel

Legyen L a Godel-féle konstrudlhatésdgi axiéma. ZF + V = L konzisztens,
tovdbba ZF + V = L-bdl kovetkezik a kivdlasztdsi axiéma és a

kontinuumhipotézis.

Tétel
ZFC + V = L esetén minden N; szamossagi Whitehead-csoport szabad.
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A Whitehead-csoport

Tétel
Legyen MA a Martin-axiéma. ZFC + MA + 2% > X; konzisztens.

Tétel
ZFC + MA + 2% > Xy esetén létezik N szdmossagt Whitehead-csoport,

ami nem szabad.
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Szabad csoportok és Whitehead-csoportok tulajdonsdgai

Tétel
Szabad csoport tetszbleges részcsoportja szabad.

Tétel
Minden végesen generdlt torzidmentes csoport szabad.

Tétel
Az A csoport pontosan akkor szabad, ha minden A-ra képezo

epimorfizmus felhasad.

Készitette: Kévari Péter Viktor Témavezetd: A Whitehead-probléma 2022. tavaszi félév 5/20



Szabad csoportok és Whitehead-csoportok tulajdonsdgai

Tétel
Az A csoport pontosan akkor szabad, ha minden A-ra képezd

epimorfizmus felhasad.

Bizonyitas

Tegylik fel, hogy A szabad és legyen 7 : B — A epimorfizmus. Legyen
X ={xj:i€l} Abazisa. Minden i € I-hez valasszunk egy b; € B-t,
amelyre 7(b;) = x;. Mivel X A bazisa, pontosan egy p: A— B

homomorfizmus létezik, melyre p(x;) = b; minden i € /-re. Nyilvan

TP = 1A-
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Szabad csoportok és Whitehead-csoportok tulajdonsdgai

Tétel
Az A csoport pontosan akkor szabad, ha minden A-ra képezo

epimorfizmus felhasad.

Bizonyitas

Tegylik fel, hogy minden A-ra képez6 epimorfizmus felhasad és legyen F
az X = {x, : a € A} bazis altal generdlt szabad csoport. Legyen

7w : F — A az az egyértelmiien meghatarozott epimorfizmus, melyre
m(xa) = a (a € A). Legyen p: A — F egy olyan homomorfizmus, amelyre

mp = 14 (ez a feltétel miatt létezik). p injektiv, tehat A izomorf F

valamely részcsoportjaval, ami szabad.
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Szabad csoportok és Whitehead-csoportok tulajdonsdgai

Tétel
Minden szabad csoport Whitehead-csoport.

Tétel

Whitehead-csoport tetszéleges részcsoportja Whitehead-csoport.

Tétel

Minden Whitehead-csoport torzidmentes.
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Megszamlalhaté Whitehead-csoportok

Definicio
A B torziémentes csoport A részcsoportjat " tisztanak” (pure) nevezziik,

ha az A/B faktorcsoport torzidmentes.

Definicio
Legyen B az A csoport egy részcsoportja. Ekkor B’-t, B A-beli "tiszta

lezartjat” (pure closure) az alabbi médon definialjuk:
B'={a€ A:nae B, valamely n # 0-ra}.

B’ nyilvan A "tiszta" részcsoportja.
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Megszamlalhaté Whitehead-csoportok

Allitas
Ha A szabad csoport, akkor A minden végesen generalt részcsoportjat

tartalmazza A valamely végesen generdlt "tiszta” részcsoportja.

Tétel
(Pontryagin)

Ha A olyan megszamlalhatd torzidmentes csoport, amelynek minden

végesen generdlt részcsoportjat tartalmazza A valamely végesen generalt

"tiszta" részcsoportja, akkor A szabad.
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Megszamlalhaté Whitehead-csoportok

Tétel
Minden megszamldlhaté Whitehead-csoport szabad.

Definicié
Az A csoportot Nj-szabadnak nevezziik, ha minden megszdmldlhaté

(N1-nél kisebb szdmossagli) részcsoportja szabad.

Tétel
Minden Whitehead-csoport N;-szabad.
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A Chase-feltétel

Definicio
Az A Ni-szabad csoport egy B részcsoportjat " Ni-tisztadnak” (Ni-pure)

nevezziik, ha az A/B faktorcsoport Ni-szabad.

Az alabbi allitast Chase-feltételnek nevezziik:
A egy Nj-szabad csoport, aminek minden megszdmlalhaté részcsoportjat

tartalmazza A egy megszamlalhaté " Ni-tiszta” részcsoportja.
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A Chase-feltétel

Definicié
Halmazok

AC..CA C..,.vr<a

nové lancat finomnak nevezzik, ha minden A\ < « limeszrendszamra

A)\ = Uu<)\ AV'
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A Chase-feltétel

Lemma
Legyen A N; rendii csoport. A pontosan akkor elégiti ki a Chase-feltételt,

ha el6all megszamlalhaté sok szabad csoport finom lancédnak az unidjaként:
AC..CA C.., v<uws,

ahol Ag = 0 és tetszbleges v < w; szdmossdg esetén A, 1 " Ni-tiszta”

A-ban. )
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A Chase-feltétel

Tétel
Az A csoport pontosan akkor szabad, ha

E ={\ <w;:Alimesz, Ay nem "Nj-tiszta” A-ban}

nem staciondrius wi-ben.
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A Godel-féle konstrualhatdsagi axioma

Tétel

Legyen V = L. Legyen C a {C, : v < wy} szigortian béviilé
megszamlalhaté halmazokbdl allé finom lanc unidja, tovabba legyen
E C w; staciondrius. Ekkor Iétezik {S, : v € E} dgy, hogy S, C C,
minden v € E-re és tetszbleges X C C esetén

{veE:XNC, =S5,} Cw; staciondrius.
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A Godel-féle konstrualhatdsagi axioma

Kovetkezmény
Legyen V = L. Legyen B a {B, : v < w1} szigortan béviils

megszamlalhaté halmazokbdl allé finom I[anc unidja, legyen Y tetszéleges
megszamlalhaté halmaz, tovabba legyen E C w; staciondrius. Ekkor [étezik
{g, : B, = B, x Y : v € E} fiiggvényekbdl allé halmaz, melyre teljesiil,

hogy tetszéleges h: B — B X Y esetén, amelyre h(B,) C B, x Y fennall

minden v-re, létezik v € E, hogy h megszoritva B,-re g,-vel egyenlG.
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A Godel-féle konstrualhatdsagi axioma

Tétel
Legyen V = L. Legyen B a {B, : v < w1} szigortan béviils
megszamlalhaté szabad csoportokbdl allé finom lanc unidja, melyre

E ={v <wi:By+1/B, nem szabad} C w; staciondrius. Ekkor B nem

Whitehead-csoport.
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A Martin-axioma

Tétel
Tegyiik fel MA + 280 > R;-t. Legyen A X; rendii csoport, ami eleget tesz

a Chase-feltételnek. Ekkor A Whitehead-csoport.

Tétel
Van olyan R; rendii A csoport, ami eleget tesz a Chase-feltételnek, de nem

szabad.
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Koszonom a figyelmet!
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