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Egyéni kutatémunka 2 beszamol6

1. Bevezetés

A félév soran folytattam az Egyéni kutatomunka 1 targy kereteiben végzett munkat [I], ami
végeén két lehetséges folytatasi iranyt allapitottam meg. Ezek koziil a méasodik felé fordultam:
a magasabb homologidkon indukalt leképezések vizsgalatdhoz. Februarban a kovetkezd kuta-
téasi célt fogalmaztam meg: "Az el6zd félévi egyéni kutatomunkat tovabb folytatva vizsgalok
perkolacios modelleket. A félévben a cél a magasabb dimenzids viselkedés jobb megértése
szimuléciokkal, alacsony dimenzios eszkozok altalanositasi lehetdségének vizsgalataval, eset-
leg 1j modszerek megtalalasaval." Ugy gondolom, hogy ezen tervet a lehetéségekhez mérten
teljesitettem, a téma kapcsan végzett tevékenységem aldbb ismertetem.

A toéruszon végzett plakett perkolaciot vizsgaltam, a kévetkezé definicio szerint:

1.1. Definici6 ([2] 5.oldal tetejéhez hasonld). Legyenek pozitiv i,d, N egészek (0 < i < d),
valamint T% a d-dimenziés N oldalhosszi torusz egységkockakka valo felbontasabol adodo
CW-felbontéssal. Tetszéleges 0 < p < 1-re legyen P, = P(i,d, N,p) az a véletlen hal-
maz (CW-komplexus), hogy minden i-cellat vesziink egymastol fiiggetleniil p valoszintség-
gel, valamint a kivalasztott celldk hatardn levé Gsszes alacsonyabb dimenzidsat. Legyen
¢y : Py, = T4 a bedgyazas, ¢,, : Hi(Py;Zs) — Hi(T%;Zs) pedig a Zsy feletti i-homologian
indukalt leképezés.

Két kérdés volt fokuszban: mit mondhatunk arrél, hogy ¢, mikor lesz nemtrividlis, illetve
mikor sziirjektiv.

Eszrevehetjiik, hogy a definicioban a "vesziink (...) p valoszintiséggel" helyett azt is mondhat-
juk, hogy minden cellara rairunk egy [0, 1]-b6l egyenletesen, fiiggetleniil valasztott szamot,
és azokat vessziik, melyeken legfeljebb p szerepel. Ha rogzitiink egy ilyen cimkézést, akkor
ez alapjan megadhat6 CW-komplexusok egy filtralasa: ez éppen P, lesz, ahogy p € [0, 1]-en
fut. Ebbél csak azok a szintek érdekelnek, melyek valamely cimke értékének felelnek meg.
A tovabbiakban errdl teszek megallapitdsokat.

Ahhoz, hogy valamiféle elGzetes kép legyen arrol, hogyan viselkedik a fenti objektum, progra-
mot irtam, ami kiszamolja néhany tulajdonsagat. E kozben felmeriilt néhany egyszertisitési
lehetGség, melyek lehetséges, hogy elméleti haszonnal is birnak.

2. Filtralas modositasa

Eszre lehet venni, hogy a vizsgalt ¢, csak a P,-beli ciklusoktol fiigg. Azokat a cellakat,
amik nyilvanval6 médon nem lehetnek részei ciklusnak, azaz valamely egyel kisebb dimen-
zios cellara egyediil illeszkednek, letorolhetjiik. Ezt a letorlést megvalosithatjuk tgy, hogy
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modositjuk a megjelenés idejét: késGbbre tessziik. De hogyan ismerhetjiik fel, hogy mikor
kell modositani ezt, illetve mire.

Legyen X egy i-dimenzios cella, Py, ..., P a peremén levé ¢ — 1-dimenzios celldk, tovabba
YL YR ,Yf(d_z)ﬂ, Yl ... Y;i(d_l)ﬂ a Pj-kre illeszked6 i-dimenzios celldk X-et leszamitva

(az[l} abra szerint).

/fjg(d—z‘)ﬂ

1. abra. Az X melletti néhany i-dimenzios cella.

Ha p(C) jeldli azt, hogy a C' i-dimenzios cellara milyen szdmot irtunk, akkor a fenti feltétel
teljesiiléséhez X-en a

o 2d—i)+1
max{p(X), max min p(¥;)}
j=1 k=1

cimkének kell szerepelnie. Ha nem ez van, modositsuk ezzé. Ezt a modosito lépést végezziik
addig, hogy mindenhol teljesiiljon az azonossag. A végeredmény megad egy P-hez hasonld
Q filtralast. Altalaban a cellak bekeriilési ideje megvaltozik (s6t gyakran még a sorrendjiik is
modosul), de ¢, ugyanaz marad. A 2| dbran a QQ-hoz tartozo cimkék eloszlasanak kozelitése
lathato.

2. dbra. A modositas utin a QQ-hoz tartozo eloszlas (2,4, 15) paraméter értékek mellett.
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A kezdeti eloszlas egyenletes volt. Latszodik, hogy ez jelentésen eltér attol, tovabba méar a
fiiggetlenség sem teljesiil.

A fent leirt mo6dszerrel tehat az olyan lapokat eliminaltuk, amik nyilvanval6an nem szere-
pelhetnek ciklusban. Z, felett dolgozunk, igy egy masik dolog, ami ciklusban nem fordulhat
el6, hogy egy 7 — 1-dimenzios cellara paratlan sok ¢ dimenzits illeszkedjen. Ha az ilyen jellegi
redukciokat is elvégezziik, esetszétvalasztasokhoz jutunk, melyekbdl az elsG tipusi redukciot
1jbol elvégezve a beagyazas altal a homoldgidkon indukalt leképezés méar nem marad azonos.
Erre egy példa a[3] abran lathato. Még egy egyszertsitési lehetGség lenne valamely (homo-
logikus) hatarok letorlése, de ezeknél is lehetnek probléméak abbol adoédoéan, hogy eredetileg
nem ciklusbél indultunk ki.

|

3. abra. Ha a kék szakaszt toroljiik le, akkor a képben két generator kapunk meg, ha a zdldet,
akkor csak egyet.

3. Visszavezetés 1-dimenziora

Az el6z6 fejezetben targyalt modositassal sok lapra irt szdémot modositottunk, igy még tobb 1-
cellanak a bekeriilési idejét toltuk feljebb, tovabba a nyilvanvaléan nem i-ciklusokra illeszkedd
hurkokat megsziintettiik. Ezzel felmeriilhet a kérdés, hogy ha a H,(Q; Z2) — H1(T%;Zs) (a
beagyazas altal indukalt) leképezést vizsgaljuk, az milyen kapcsolatban van ¢, -gal. Ehhez
gondoljuk meg, mik tudnak az egyes csoportokban nemtrividlis elemeket reprezentalni.

T¢ben a nemtrivialis H;-elemeket olyan ’lapos’ ciklusok reprezentaljak, melyek i kiilonbozo
iranyban "korbeérnek". Ezeken tehat megtalalhato ¢ kiilonbozé iranya nemtrivialis Hi-beli
elem reprezentansa.

A vissza irdny nem ennyire egyszer(i: lehetséges, hogy a kiilonb6z§ irdnyi H; reprezentan-
sokra "csovek" vannak ragasztva. Az OsszefiiggGség feltevése sem elég: ha ezeket a csoveket
maésik csdvek kotik 6ssze, még mindig nem kapunk nemtrivialis H;-elem reprezentanst. Ennek
ellenére lehetséges, hogy @) tgy fejlédik, hogy az el6bb vizolt jelenséghez tartoz6 paraméter-
tartomany kicsi, s6t akar aszimptotikusan el is tlinik. Ezt az 6tletemet probaltam letesztelni
egy szimulacioval, hogy igaz lehet-e. Ami esetet megvizsgaltam, abbol az deriil ki, hogy nem.

Jelenleg csak specidlis esetekben ismert, hogyan viselkedik ¢, , igy egy olyan paraméterezést
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valasztottam, amikor ismert a véalasz: ha i = d/2, akkor a nemtrividlis elemek megjelenésé-
hez, valamint a sziirjektivitdshoz tartozé kritikus valoszintiseg 1/2 ([2]). Igy a vizsgilatom
a (2,4, 15)-tel paraméterezett perkolaciora vonatkozott, 1406 teret generdltam, és végeztem
el rajta (szamitogép segitségével) a szamoldsokat.

4. abra. (2,4, 15) paraméter mellett a kiilonb6z8 iranyt standard Hq-generatorok megjelené-
sének eloszlasa.

A [l ésal)] abrakat osszevetve lathato, hogy a Hj-en indukalt leképezés sziirjektivitasa
méar akkor bekovetkezik, amikor még kevés 2-lap van a térben. Szamszertsitve: a kisorsolt
esetek t6bb, mint 99%-aban ¢ = 0.33-nal mar Hi-en sziirjektivitast indukal a bedgyazas, mig
ekkorra a 2-lapok kevesebb, mint 6 ezreléke jelent meg.

Ezen kiviil megvizsgaltam, hogy lehet-e mondani valamit a kiillénb6z6 irdnyok megjelenési
valoszintiségei kozti kapcsolatrol. Fiiggetlenek lennének? Lenne koztiik valamiféle korreléa-

ci6? A kiilonb6z6 irany-parokhoz tartozo tapasztalati korrelacios egyiitthatokat a kovetkezd
1 0432 .0448 .0427
o S 1.0432 1 .0226 .0501 el Ve s .
matrix tartalmazza: 0448 0226 1 0472 |- Azaz a kiilonb6z6 iranyd generatorok
0427 .0501 .0472 1

megjelenési ideje kozt kis pozitiv korrelacioé van.

4. Tovabbhaladasi iranyok

A félévben tobb kérdés, irany is felmeriilt. Ezek koziil leirok néhényat, melyekben érdemes
lehet tovabbhaladni.

e APl fejezetben felvazolt mdodszerrel megkapott véletlen tér hogyan viselkedik? Kiilo-
nosképpen a cellatavolsédg és a megjelenések kozti korrelacié szempontjabol.
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e A2l abran nagyjabol 1/2-nél lathato egy tiiske. Mas paramétereknél is elGall ilyen?
Ha igen, van-e kapcsolat kozte és a nemtrivialis homologia-elemek megjelenése kozt.

e Hogyan allhatnak egyméashoz képest a megjelens csévek? Hogyan jelennek meg koztiik
hartyak? A rogzitett peremid hartyak leszamlélasaval lehet adni valamiféle becslést a
megjelenési értékekre?
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