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Bevezetés

Az egyéni kutatomunkam 6 célja elliptikus gorbék vizsgalata a racionalis szamok teste
folott. Az aritmetikai geometriaban ezek nagyon fontos objektumok, melyekhez rengeteg
sejtés kapcsolodik. Ennek f6 oka, hogy a racionalis pontok halmaza egy Abel-csoportot
alkot egy, a pontokon geometriai médon értelmezett miiveletre. Nagell és Lutz tétele effek-
tiv modszert ad a gérbén a véges rendl pontok megtaldlasara, egyben speciélis esetként
az is kovetkezik, hogy csak véges sok ilyen pont lehet. A maésik fontos tétel, melynek a
bizonyitasat szeretném megérteni, Mordell és Weil tétele, mely szerint a racionélis pontok

csoportja végesen generalt.



1. fejezet

(Geometria és Aritmetika

1.1. Racionalis pontok

A sikunkon egy pontot racionalisnak nezeviink ha minkét koordinatéja racionalis szam.
Egy egyenest racionalis egyenesnek hivunk ha az egyenes egyenletét feltudjuk irni racio-
nalis szamokkal, azaz:

ar+by+c=0

a,b,c € Q. Azt a tényt konnyen lathatjuk hogyha van két racionalis pontunk akkor a
rajtuk atmend egyenes racionalis egyenes lesz, egyszertien csak fel kell irni az egyenes
egyenletét. Ha van két racionélis egyenesiink és ha van kozos pontjuk akkor ez a pont
racionalis lesz, ezt abbdl lathatjuk, hogy egy egyenletrendszert oldunk meg aminek raci-

onalis egytlitthatoi vannak igy csak racionalis eredményt kaphatunk.

Minket a goérbéken 1év6 racionalis pontok fognak érdekelni, az el6z6ekhez hasonloan

definialjuk a racionalis kupot, legyen
ax® +bry+cy? +dr+ey+ f=0

a kupunk egyenlete, akkor hivjuk racionalisnak ha minden egyiitthatoja racionalis. Ha en-
nek szeretnénk nézni a metszetét egy racionalis egyenessel akkor az egyenletek megoldasa
soran egy méasodfoku egyneletet kapnank aminek két megoldasa lesz, de nem sziikség-
szertien lennének a megoldésai racionalisak, viszont ha tudjuk, hogy az egyik az akkor a

masik is, ez a Viét formulak miatt van.



1.2. Harmadfoka gorbék geometriaja
Harmadfoku gérbének hivjuk a kévetkezst
3 2 2 3 2 2, - . .
ax® + bx*y + cxy” +dy° +ex* + fry+ gy  +jr+iy+ 5 =0

Azt mondjuk, hogy a harmadfoku goérbe racionalis ha az egytitthatoi racionalisak.

Egy egyenes a gorbénket 3 pontban fogja metszeni, ezt kihasznalva ha tudunk két ra-
cionalis pontot a goérbénken akkor az Gket 0sszekotd egyenesen lesz még egy harmadik
racionalis pont ami a gérbénken is rajta van. Ez azért lesz mert ha felirjuk az egyenle-
teket egy harmadfokd polinomunk lesz aminek két gyokérsl tudjuk, hogy racionalis igy a
harmadik is az kell, hogy legyen.

Ezzel egy miiveletet kapunk a gorbénk racionélis pontjainak halmazan ami két ponthoz
rendel egy harmadikat amit Px() jeloliink, de ez még 6nmagéban nem lesz csoportmivelet

mert nem sziikségszertien lesz egységelemiink.

Ahhoz, hogy ebbdl csoportmiveletet csinaljunk kicsit modositanunk kell illetve kelleni
fog talalni egy racionalis pontot a gorbénken amit rogzitiink. A rogzitett racionalis pon-
tunkat jelolje O. Ekkor P és () pontunkhoz rendeljiik hozza P * ) pontot, ezutan nézziik
a (P * Q) * O pontot, ezt definidljuk P 4+ Q-nak. Ezzel mar egy csoportmiiveletet defini-
altunk aminek egységeleme O, valamint kommutativ is. Az inverzet a kévetkez6 képpen
kapjuk meg, vegyilk O x O pontot legyen S. (Q inverze a —(Q = @ * S pont lesz, hiszen
—Q+Q=(—Q*xQ)+xO = (9)*xOD =90, elss lépésben a —Q Q) egyenesen a 3.pont S lesz
a kontrukci6é miatt, de S és a kitiintetett pontunk egyenesén megint a kitiintetett pont
lesz a 3. hisz S-et igy definialtuk.

Az asszociviatas is hasonl6 geometriai okoskodéssal kijon.

1.3. Weierstrass Normalizalt alak

1.3.1. Definicié. A projektiv sikot az [a : b : c| hdrmasok halmazdnak definidljuk azokkal
a kitételekkel, hogy

(1) két pont ekvivalens [a :b:c] ~[a' : b : ], ha3t:ad =at, d =ct, d =ct

(2) a [0:0:0] pontot nem vesszikbe a projektiv sikunkba.

Tegyiik fel, hogy van egy harmadfoki gorbénk a projektiv sikon valamint a kitintett O



pont, azt fogjuk megualdsitani, hogy gy vdlasztjuk meg a tengelyeinket, hogy a gorbénk
egyenlete minél eqyszeribb legyen.

A Z = 0 tengelyt vdlasszuk a gorbe D-beli érintdjének ez az egyenes még eqy pontban
metszi a gorbénket, az itt [évd érintd lesz az X = 0 tengely, végil Y = 0 eqy tetszdleges
D-en dtmend egyenes ami nem a Z = 0.

Ezutdan ha dttérink affin koordindtdikra az x = X/Z és y = Y/Z megfeleltetésekkel, az

egyenletiink a kévetkezd alakot 6lti:
2y’ + (ax + b)y = cx® +dr + e
eztdn végigszorozva x-szel valamint az y = xy helyetesitéssel élve:
y' + (az + by = f(2)

ahol, deg(f(z)) = 3, ha f(z) féegyiitthatdja nem 1 akkor helyetesitsik x-et és y-ot \x

illetve \2y-nal, igy az egyenletiink Weierstrass alakja:
y? =2® +ax® + br +c

Ha az 2® + az? + bx + ¢ nincs tobbszords gyoke akkor a fenti gorbét elliptikus gorbének

nevezzik.

1.4. Explicit képletek elliptikus gorbén a csoport sza-
balyra

v =2+ ax® +br+c

A fenti egyenletet szeretnénk homogenizdilni, x = X/Z ésy=Y/Z:
Y27 = X3+ aX?Z+0XZ%+ 23

Keressiik a gorbénk és a Z = 0 (végtelen beli) egyenes metszetét, vagyis a X = 0 egyenlet
megoldasait. Vagyis a gorbénknek pontosan egy pontja lesz a végtelenben, az a pont ahol a
fiiggdleges egyenesek metszik egymdst, ezt a pontot fogjuk mi O-nak vdlasztani.

Ossze szeretnénk adni Py = (x1,,) illetve Py = (x4,1) pontokat. Elsé lépésben haizunk
rajta egy egyenest és megkeressik a 3. metszéspontot, ez lesz Py * Py = (x3,y3). Az O

vdalasztisa miatt Py + Py a Py x Py-nak az x = 0 egyenesre vett tikorképe lesz, mert O-ban



a fiiggdleges eqyenesek taldlkoznak vagyis 3.metszépont az O és Py x Py = (x3,y3) dltal fe-
szitett eqyenesen és a gorbe metszete lesz de a gorbénk szimmetrikus x = 0-ra igy valoban
a tikorképe lesz, koordindtdkkal kifejezve Py + Py = (x3, —ys3). Tehdt, hogy tudjuk szdmolni
P, + P elég Py x Py koordindtdgit tudna.
A Py és Py pontok dltal feszitett eqyenes egyenlete:
y = Ax+v, ahol A = % €SV =11 — A\T1 = Ys — ATy A konstrukcio miatt tudjuk, hogy a
gorbénk Py-ben és Py-ben metszi az eqyenestinket, a harmadik pontot ugy kaphatjuk meg,
hogy az egyenes egyenletét behelyettesitjuk a gorbénk egyenletébe:

v’ =M+ v =2 +ar® +bx+c

Tudjuk, hogy van két raciondlis gyoke igy a harmadik is az kell legyen vagyis van gyokté-

nyezos alakja, rendezve az egyenletet kajuk:
0=2+(a—N)2* + (b—2\)z + (c — v*) = (z — z1) (v — 22)(x — 3)
Nézziik meg mindkét oldalt x° eqgyiitthatdjdt, ebbdl kapjuk, hogy:
a— N =—x; — 19— 23
ezt rendezve valamint felhaszndlva az egyenes egyenletét:
T3 =M —a—11 — 1y Y3 = A\rg + v
Ezzel a Py + Py koordindtdi:

(N —a—x1 — 29, AN —a— 1z, — 29) — V)



2. fejezet

Véges rendid pontok

2.1. Diszkriminans

Legyen eqy raciondlis elliptikus gorbénk:
y* = f(x) = 2° + az® + bx + ¢

Ha x = d*X és y = d®Y helyettesitésekkel éliink megfeleld d vdlasztdssal akkor eltiintet-
hetjuk a,b, c nevezdit igy kapva eqy egész eqyiithatds gorbét, ezért szikitsik le a vizsgdlo-
ddsunkat egész egyiitthatos gorbékre.

A gorbénkhez rendelt diszkrimindnst az aldbbi egyenlettel defnidlljuk:
D = —4a’c + a*b* + 18abc — 4b* — 27¢°

2.1.1. Lemma. Legyen P = (x,y) egy pont az elliptikus gorbénken, igy hogy mind P és
2P is egészkoordindtdaju. Ekkor y = 0 vagy y|D

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy v # 0. Mivel y # 0 igy 2P # O, wvagyis felirhatjuk
2P = (X,Y). Feltételink miatt x,y, X,Y mind egészek. Alkalmazzuk rdjuk az dsszeado

formuldankat:
N
2y
Lambda eqy raciondlis szam valamint x, X, a egészek €s az egészek gyirit alkotnak igy A

2w+ X=X\—q

is muszdj egész legyen. Mivel 2y és f (x)egszek, gy2y | f (x) specidlisan y|f (x). Valamint
ylf(x). A diszkrinimdns kifejezhetd f(x) és f (x) linedris kombindcidjaként:

’

D =r(x)f(x) + s(z)f ()

ahol r(x), s(x) egész egyiitthatds polinomok vagyis y|D. O
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2.2. Véges rendi pontok egész koordinatajuak

2.2.1. Allitds. Legyen p eqy prim, és legyen R azon raciondlis szimok gydridje ahol a
nevezd relativ prim p-hez, és C(p”) azon raciondlis (x,y) pontok halmaza a gorbénkrdl
ahol x nevezdje oszthatd p?”-vel, valmint tartalmazza O pontot.

(a) C(p) tartalmazza az dssze olyan raciondlis pontot amire vagy  vagy y nevezdje oszthatd
p-vel.

(b) Minden v > 1 esetén a C(p¥) egy részcsoport C(Q)-ban.

(c) A leképezés
C(p”) 'R
C(p™) - PR

eqy 1njektiv homomorfizmus.

P:(:c,y)n—m(P):g

2.2.2. Kovetkezmény. (a) Minden p primre, az egyetlen véges rendd pont a C(p)-ben
az eqység elem lesz, azaz 9.

(b) Legyen P = (z,y) € C(Q) egy raciondlis pont véges renddel, ekkor x és y is egészek.

2.3. Nagell-Lutz tétel
2.3.1. Tétel (Nagell-Lutz).
y* = f(x) = 2° + ax® + bx + ¢
Eqgy nemszinguldris harmadrendid gorbe egész egiitthatokkal, és
D = —4a’c + a*b* + 18abc — 4b* — 27¢*

diszkrimindnssal. Legyen P = (x,y) egy véges rendd raciondlis pont. Ekkor x és y egészek
és vagy y = 0 ekkor P mdsodrendi vagy y|D.

Bizonyitas. Az eldzd kovetkezmény miatt a P pontunk koordindtdi egész szamok, ha P
rendje kettd akkor y = 0 ezzel az esettel kész vagyunk. Most tegyiik fel, hogy a rend nem
kettd. Ekkor 2P is eqy véges rendi pont lesz, emiatt a koordindtdi egészek lesznek és erre
alkalmazva az eldzd alfejezetben a diszkrimindnsra kimondott lemmdt kapjuk, hogy y osztja
D-t. O



3. fejezet

A Mordell-Weil tétel

3.1. A magassag fiiggvény

3.1.1. Definicio. Legyen x egy raciondlis szaim x = m/n m és n relativ primek. Ekkor

T magassagdan a kovetkezd pozitiv egész szamot értjiik:
H{(x) = max(|ml, |n])

3.1.2. Megjegyzés. Azon raciondlis pontok halmaza mellyek kisebbek eqy fix magassag-

ndl egqy véges halmaz.

Mi esetiinkben pontjaink vannak de itt ugy fogjuk értelmezni a magassdgfiigguényt,hogy
a P pontunk x koordindtajara fogjuk alkalmazni.

Azért, hogy a magassdgfiigguényiinknek ne multiplikativ hanem additiv tulajdonsdga legyen
vessziik a logaritmusdt h(P) = logH (P).

{P e C(Q):hp) < M}

eqy véges halmaz lesz, meggondolhato az eldzd megjeqyzésbil.

Az aldbbi lemmdkat nem bizonyitom csak kimondom, a bizonyitdasuk inkdbb technikai jel-

legi az dsszeado képlettel valo szamoldason alapszik.

3.1.3. Lemma. Minden valds M-re, a
{PeC(Q):hlp) <M}

véges.
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3.1.4. Lemma. Legyen Py egy rogzitett raciondlis pont C-n. Ekkor létezik eqy ko konstans

ami csak Py, a,b, c-tdl fiigg, amaire:
h(P 4 Fy) < 2h(P) + ko
minden p € C(Q).
3.1.5. Lemma. Létezik eqy konstans k, ami csak a,b, c-tdl fiigg,amaire:
h(2P) < 4h(P) — k
minden p € C(Q).

3.1.6. Lemma. Az index (C(Q) : 2C(Q)) véges. Ahol a 2C(Q) részcsoport a C(Q) képe

a kettével valo szorzds homomorfizmusndl.

3.1.7. Tétel (Leszdlldsi Tétel). Legyen T' eqy kommutativ csoport, és tegyiik fel, hogy
létezik eqy fligguény
h:T'—[0,00)

a kovetkezd tulajdonsdgokkal:
(a) Minden valds M-re, a halmaz {P € I' : h(p) < M} véges.
(b) Minden Py € I'-ra létezik egy ko konstans, amire

h(P + Py) < 2h(P) + kg

(c¢) Létezik egy r konstans,hogy minden P € T esetén
h(2P) < 4h(P) — k

Valamint

(d) A 2T részesoport indexe véges T'-ban.

Ekkor T' egy végesen generdlt csoport lesz.

Bizonyitas. Elsd lépésben vdlasszunk minden 21" mellékosztdlynak eqy I'-beli reprezen-
tanst. Tudjuk, hogy csak véges sok mellékosztdly van legyen ezek szima n, €s Q,...,Q,
pedig legyenek ezek reprezentdsai. Ez azt jelenti, hogy minden P € T, létezik eqy 1, P-tdl

fliggd index amire
P—@Q; €2l

11



Ez azért van igy mert P-t valamelyik mellékosztalynak tartalmaznia kell. Ezt atirhatjuk a
kévetkezd formdban

P — Qil - 2P1
valamilyen Py € I'. Ezt ezutdn elvégezziik a Py-re is. Folytatva ezt a folyamatot kapjuk
Pl - Qiz = 2P2

Pz—Qip,:QPs

Pm—l - Qim - 2Pm
Iterdlva behelyettesitve az elsd egyeneltiinkbe kapjuk, hogy
P=Q +2Qi, +4Qi + ... +2™71Q;,, + 2" P,

Vegyiink egy pontot a P, Py, P,, .. sorozatbol mondjuk P;-t és hasonlitsuk ossze Pj_i-gyel

magassdg szempontjabdl. Alkalmazzuk a (b)-t —Q;-re, kapunk egy k; konstanst, amire

minden P € T'.

Ezt csindljuk meg minden Q; reprezentdnsra. Legyen k' = max;{k;}, ekkor
WP —Q;) < 2h(P)+K
minden P € T' és minden 1 <1i <mn. Legyen k (c)-beli konstans, ekkor

AR(P}) < h(2P,) + K = h(Pyy — Q) + &

<2h(P; 1)+ K +r

Irjuk dt a kovetkezd alakra:

M(P) < gh(Pya) + 2 E
= 3h(pj_1) _ h(Pj-1) ; (ks + "5/)



Ez alapjdan ha feltessziik, hogy h(Pj_1) > k + Kk akkor:

w

h(P;) < 7h(Pj)

4
Vagyis amig a pontjaink magassdga eqy adott koldat folétt van akkor a sorozatunkban lévd
pont magassdga 3/4 lesz az eldzdnek vagyis egy monoton csokkend 0-ba tarté sorozatunk
lesz, azaz taldlunk majd egy m indexet amitél kezdve mdr h(P,) < k + k. Es ezzel mdr

készen is vagyunk hiszen minden P € T" felirhato az aldbbi formaban:
P=aQ1+aQz+ ... +a,Qn +2"R
ahol a; egészek valamint R € T amire igaz h(R) < k + x'. Tehdt a

{Q1,Q2,....Q Y U{ReT: (R) < k+~k}

halmaz generdlja a T' csoportot, az (a) és (d) feltételek miatt tudjuk hogy ezekek végesek,

azaz I' eqy végesen generdlt csoport lesz.

O

3.2. Mordell Weil tétel

3.2.1. Tétel. Legyen C eqy nem-szinguldris harmadfoki géorbe
C:y* =1+ ax® + ba,

ahol a és b egészek. Ekkor a raciondlis pontok csoportja C(Q) végesen generdlt.
Bizonyitas. Az el6zd alfejezetben kimondtuk a magassdg fiigguényre a lemmdkat amik
miatt a magassdg figguény teljesitni az Leszdlldsi Tétel feltételeit, azaz a C(Q) csoport

eqy végesen generdlt csoport lesz. [
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