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Alapok

Definicié

v =x3+ax+bx+c

A fenti egyenlet altal leirt gorbéket nevezziik elliptikus gorbéknek, és azon
(x,y) parokat amik megoldasok és x,y € Q a gorbe racionalis pontjainak
hivjuk.

Definicié

Bézout-tételének koszonhetden tudjuk, az elliptikus gorbéknek és egy
egyenesnek 3 metszéspontja lesz (algebrailag zart testfelett,
multiplicitassal szamolva). fgy ha vesziink két raciondlis potot a gorbénken
amiket osszekotiink egy egyenessel kapunk egy harmadik raciondlis pontot

a gorbénken. Jelolés a miiveletre *.
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Alapok

Definicidé

Az elébb definidlt « mivelet nem lesz még csoport mivelet. De ha
lefixalunk egy © raciondlis pontot és a raciondlis pontok Osszeadasat a
kovetkez6 képpen definidljuk Py + P, = (Py % Pp) % O. Akkor a raciondlis
pontok halmazan egy Abel csoportmiiveletet definidlunk.

Allitas
A fenti 6sszeadas valéban Abel-csoport miivelet:
P1 és P, sorrendjétol nem fuigg, hogy hol fogja metszeni a gorbét, igy

felcserélhetGek, vagyis kommutativ.

Az egységelemiink az 9 pont lesz. Ezt konnyen lathatjuk a definiciébdl.
Egy elem inverzét gy kapjuk meg, hogy:

S =9O%9O ekkor —Q :=Q x S.
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Alapok

Explicit képlet csoportmiiveletre

P1 = (x1,y1), P2 = (x2,y2) és P1 * P> = (x3, y3) valamint, ha iigyesen
valasztjuk meg a koordindtarendszert akkor Py + P = (x3, —y3).

A= yx—i:ﬁ ésvi=y1 —Axy = Yo — Axo

Ekkor, ha felirjuk az egyenes egyenletét és rendezziik, kapjuk:
X3:)\2—a—x1—X2 ¥3 = Ax3 + V.
Ezzel a P; + P> koordinatai:

(N —a—x3—x2, - AN —a—x; —x2) — V)

Definicio

A gorbénkhez rendelt diszkriminanst az alabbi képlettel definidljuk:

D = —433¢c + a°b® + 18abc — 4b° — 27¢°
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Lemma
Legyen P = (x, y) egy pont az elliptikus gorbénken, tigy hogy mind P és
2P is egészkoordinataja. Ekkor y = 0 vagy y|D

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy y # 0. Mivel y = 0 igy 2P # O, vagyis
felirhatjuk 2P = (X, Y). Feltételiink miatt x, y, X, Y mind egészek.
Alkalmazzuk rajuk az osszeadé formulankat:

X+ X=X —a A=

2y

A egy raciondlis szam valamint x, X, a egészek és Z egészre zart, igy A is
muszaj egész legyen. Mivel 2y és f'(x) egészek, igy 2y|f (x), specidlisan
y|f'(x). Valamint y|f(x). A diszkriminans kifejezhets f(x) és f'(x)
linedris kombindcidjaként:

D = r(x)f(x) + s(x)f (x)

ahol r(x), s(x) egész egyiitthatds polinomok vagyis y|D. O
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C(p”) azon raciondlis (x, y) pontok halmaza a gdrbénkrdl ahol x nevezgje

oszthaté p?“-vel.

| A\

Lemma
(a) Minden p primre, az egyetlen véges rendii pont a C(p)-ben az egység
elem lesz, azaz O.

(b) Legyen P = (x,y) € C(Q) egy raciondlis pont véges renddel, ekkor x
és y is egészek.
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Nagell-Lutz tétel

y2=f(x)=x>+ax’ +bx+c
Egy nemszinguldris harmadrendii gorbe egész egyiitthatékkal, és
D = —4a%c + a°b? + 18abc — 4b> — 272

diszkrimindnssal. Legyen P = (x, y) egy véges rend{i raciondlis pont.
Ekkor x és y egészek és vagy y = 0 ekkor P mdsodrendii, vagy y|D.
Bizonyitas. Az el6z6 kovetkezmény miatt a P pontunk koordinatdi egész
szamok, ha P rendje kett6 akkor y = 0 ezzel az esettel kész vagyunk.
Most tegyiik fel, hogy a rend nem kettd. Ekkor 2P is egy véges rendii pont
lesz, emiatt a koordinatdi egészek lesznek és erre alkalmazva az el6z6 didn
a diszkrimindnsra kimondott lemm4at kapjuk, hogy y osztja D-t. [
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Definicid

Legyen x egy raciondlis szam x = m/n, ahol m és n relativ primek. Ekkor
X magassagan a kovetkezo pozitiv egész szamot értjiik:

H(x) = max(|ml, [n])

Megjegyzés
Azon racionadlis pontok halmaza melyek kisebbek egy fix magassagnal egy
véges halmaz.

| A\

Megjegyzés
Mi esetlinkben pontjaink vannak, de itt tgy fogjuk értelmezni a magassag
fuggvényt, hogy a P pontunk x koordinadtdjara fogjuk alkalmazni.

Azért, hogy a magassagfuggvényiinknek ne multiplikativ, hanem additiv
tulajdonsaga legyen vessziik a logaritmusat h(P) = log H(P).
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Minden valés M-re, a

{P e C(Q): h(P) <M}

véges.

Lemma?2

Legyen Py egy rogzitett raciondlis pont C-n. Ekkor létezik egy kg konstans
ami csak P, a, b, c-t6l fiigg, amire:

h(P + Po) < 2h(P) + ko

minden P € C(Q).
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Lemma3
Létezik egy konstans x, ami csak a, b, c-tdl fiigg, amire:

h(2P) < 4h(P) — k

minden P € C(Q).

| A

Lemma4

Az index (C(Q) : 2C(Q)) véges. Ahol a 2C(Q) részcsoport a C(Q) képe a

kettovel valé szorzas homomorfizmusnal.

v
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Leszallasi Tétel

Legyen [ egy kommutativ csoport, és tegyiik fel, hogy létezik egy fliggvény
h:T —[0,00)

a kovetkezo tulajdonsagokkal:
(a) Minden valés M-re, a {P €T : h(P) < M} halmaz véges.
(b) Minden Py € l-ra létezik egy ko konstans, amire

h(P + Po) < 2h(P) + ko
(c) Létezik egy r konstans, hogy minden P € I esetén
h(2P) < 4h(P) — k

Valamint
(d) A 2l részcsoport indexe véges I-ban.
Ekkor I' egy végesen generalt csoport lesz.
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Bizonyitas

Elsé 1épésben vélasszunk minden 2I" mellékosztalynak egy [-beli

reprezentdnst. Tudjuk, hogy csak véges sok mellékosztaly van, legyen ezek

szama n, és @1, ..., Q, pedig legyenek ezek reprezentdsai. Ez azt jelenti,
hogy minden P € T, létezik egy i1 P-tdl fliggd index, amire

P— Q,’1 e 2.

Ez azért van igy, mert P-t valamelyik mellékosztdlynak tartalmaznia kell.

Ezt atirhatjuk a kovetkez6 formaban
P—Qy =2P

valamilyen Py €T.
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Ezt ezutdn elvégezziik a P;-re is. Folytatva ezt a folyamatot kapjuk:

P1— Qi =2P;

P> — Qi = 2P3

mel - Qim :2Pm
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Bizonyitas
Iterdlva behelyettesitve az elsé egyenletiinkbe kapjuk, hogy

P=Qy+2Q, +4Qs + ... +2™1Q;, +2"Pp,.

Vegyiink egy pontot a P, Py, P>, .. sorozatbdl mondjuk P;j-t és hasonlitsuk

ossze Pj_1-gyel magassag szempontjabdl. Alkalmazzuk a (b)-t —Qj-re,
kapunk egy k; konstanst, amire

h(P — Q;) < 2h(P) + &;

minden P € T.

Ezt csindljuk meg minden Q; reprezentansra. Legyen k' = max;{k;}, ekkor

h(P — Q;) < 2h(P) + &
minden P €T és minden 1 </ < n.
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Legyen k (c)-beli konstans, ekkor
4h(P;) < h(2P;) + k= h(Pi-1 — @) + &

<2h(Pi_1) + K +5

frjuk at a kovetkezo alakra:

1 H—FKI
h(P) < 5h(Pj1) +
3 h(Pi_1) — (k+ K
:Zh(lj_/—l)_ ( J 1) 4( )
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Bizonyitas
Ez alapjan ha feltessziik, hogy h(Pj_1) > x + K akkor:

h(P)) < 2h(P;-1)

Vagyis, amig a pontjaink magassiga egy adott korlat folott van, akkor a
sorozatunkban 1év6 pont magassiga 3/4 lesz az eléz6nek, vagyis egy
monoton csokkend 0-ba tarté sorozatunk lesz, azaz taldlunk majd egy m
indexet amitél kezdve mar h(Pp,) < k + k. Es ezzel mér készen is
vagyunk, hiszen minden P € I felirhaté az alabbi forméban:

P=a@Qi+a@Q+..+a3,Q,+2™R

ahol a; egészek valamint R € I amire igaz h(R) < k + & .
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Bizonyitas
Tehdt a

{Q1, @, QYU{RET:(R) < K+ K }

halmaz generdlja a I csoportot, az (a) és (d) feltételek miatt tudjuk, hogy
ezek végesek, azaz [ egy végesen generdlt csoport lesz.
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Mordell-Weil tétel
Legyen C egy nem-szingularis harmadfoki gorbe

C:y? =x3+4 ax’ + bx,

ahol a és a egészek. Ekkor a raciondlis pontok csoportja C(Q) végesen
generalt.

Bizonyitds. Az el6z6 alfejezetben kimondtuk a magassag fliggvényre a
lemmakat amik miatt a magassag fliggvény teljesiteni az Leszallasi Tétel

feltételeit, azaz a C(Q) csoport egy végesen generdlt csoport lesz. [J
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Koszonom a figyelmet!
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