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Az Egyéni kutatomunka 1 targyhoz tartozo kutatas soran a Gregor Kemper, Artem
Lopatin és Fabian Reimers szerz6k Separating Invariants Over Finite Fields cimd cikkét
dolgoztam fel, és a benne megjelend eredményekhez hasonlé sejtést sikeriilt megfogalmaz-
nunk a harom elemi véges test folott. Az FEqyéni kutatomunka 2 targy keretén beliil a
megfogalmazott sejtést sikeriilt belatnunk, és részeredményt értiink el egyéb primelemt
testek esetében. A tovabbiakban a sejtés részletes bizonyitéasa, illetve a részeredmények

ismertetése kovetkezik.

1. Egy kis emlékeztetd

Az tGjabb eredmények ismertetése el6tt elevenitsiink fel néhany dolgot.

Legyen V egy n-dimenzids vektortér az F test f6l6tt, melynek koordinatagytrtje az
n-valtozos polinomgyfri. Adott G < GL (V) véges részcsoport invariansgytrtjet F [V]%-
vel jeloljiik. Ekkor egy S C F [V]G részhalmazt szeparalorendszernek neveziink, ha azon
u,v € V vektorok, amelyek szeparalhatoak a teljes invaridnsgytri altal, szeparalhatoak
az S altal is, vagyis létezik f € S polinom 1gy, hogy f (u) # f (v).

Lattuk, hogy egy invaridnsgyf(irii szeparalérendszere tobb szempontbdl is jobb, mint
egy generatorrendszer. Pl. mindig létezik véges szeparalorendszer; az in. Noether korlat
szeparal6 invaridnsokra mindig teljesiil; Weyl polarizacios tétele barmilyen karakteriszti-
kaban mikodik, mig generatorrendszerre ez csak 0 karakterisztika esetén igaz.

A véges testek folotti szeparald invariansok vizsgalata az algebrai invaridnselmélet
egy nagyon fiatal kutatési teriilete. Az els6 cikket a témaban Gregor Kemper, Artem
Lopatin és Fabian Reimers irtak, Separating Invariants Over Finite Fields cimmel (2020).
A cikkben bebizonyitanak egy fontos képletet, miszerint egy elemszamra nézve minimélis

szeparalorendszer mérete pontosan

v =7(q.k) = [log, (k)]

ahol g a test elemszama, k pedig a G x V — V hatas orbitjainak a szdma. A szer-

70k egy explicit konstrukciot is adnak egy v elemszamu szepardlorendszerre, amelyben a



polinomok fokszamainak a maximuma |G|n (¢ — 1).

Az F =T, és G = S, esetben bebizonyitjak, hogy az

Sn,l (Fz) = {327‘

0 <7< [log, (n)]}

egy elemszamra nézve minimalis szeparalorendszer. Egy altaldnosabb eredményt is kozol-

nek, miszerint az
Snm (Fo) = {oar (@) |7 > 0,]a| > 1,7+ |a] —1 < |log, (n)|, minden 1 < j <m}

halmaz F? f5l6tt F[V™]%"-ben egy elemszamra nézve minimalis szepardlorendszer. Itt
o (@) az « vektor altal meghatéarozott t-edik elemi multiszimmetrikus polinom. Termé-
szetesen az m = 1 eset visszaadja az S, 1 rendszert.

Kutatasunkban az m = 1 és F = 3 esetre fokuszalva, szamitogépes kisérletekkel a

kovetkez6 allitast sikeriilt igazolnunk (az Egyéni kutatomunka 1 keretén beliil):

1. Allitas. Ha F =TF5 és m = 1, akkor a kivetkezd elemi szimmetrikus polinomok benne

kell legyenek eqy tartalmazdsra nézve minimadlis szepardlorendszerben:

{538, 8231 |0 <k < [logz (n) —logs (2)] }-

Természetesen itt olyan szeparalérendszerrdl van sz6, amit az Gsszes elemi szimmet-
rikus polinombol kapunk tgy, hogy néhanyat bel6liik elhagyunk. Tartalmazasra nézve
minimalis szeparalorendszerrsl akkor beszéliink, ha barmelyik polinomot elhagyva a fenn-
maradéd polinomok nem alkotnak szeparalérendszert. Egy elemszamra nézve minimalis
szeparalorendszer tartalmazéasra nézve is minimalis, forditva ez nem igaz.

Az el6z6 beszamolot azzal a sejtéssel zartuk, hogy ezek a polinomok szeparalérend-
szert alkotnak. A sejtést végiil sikeriilt bizonyitanunk, ennek az ismertetése a kdvetkezs

szakaszban olvashato.

2. A sejtés bizonyitasa

Ebben a szakaszban a kovetkez§ allitast fogjuk belatni.

2. Allitas. Ha F = Fy és m = 1, akkor a kévetkezé halmaz egy tartalmazdsra nézve

minimdlis szepardldrendszert alkot T [V]°" -ben:

Sna (F3) = {83k, 2.3 | 0 < k < |logg (n) —logz (2)] }.

Azt, hogy ez nem mindig lesz elemszamra nézve minimalis szeparalérendszer a kovet-
kezd tablazattal szemléltetjiik. Példaul ha n = 9, akkor a[l}es tablazat alapjan v = 4, de
|Sna (F3)| = 5.



in=4[5[6][7[8]9
[y=3]3[4[4]4]4]

1. tablazat. Minimélis méretek néhany specialis esetben

Az F =, esetén az S, 1 (F3) rendszer szeparaléd tulajdonsagat a kovetkezd két lemma

segitségével lathattuk be.

3. Segédtétel. Az Fy test folitt teljesil az
Sor (61) = 57« (Z) y VT,l. Z 0

eqyenldség, ahol &. (i) az i ketles szamrendszerbeli felirisanak r-edik szamjegye, illetve

e;=11,...,1,0,...;0 | , 0 <1 <n a megfeleld orbitreprezentanst jeloli.
—
4. Segédtétel. Ha az sy (e;) (minden 0 < k < |log, (n)]) értékekbdl meg tudjuk mondani

azt, hogy mennyi az i értéke, akkor az S, 1 (F2) egy szepardldrendszer.

Ezek alapjan evidens, hogy az S, ; szeparalorendszer, hiszen a sqx (e;) ismeretében a
Blas Segedtétel alapjan az i kettes szimrendszerbeli felirasaban minden szamjegyet vissza
tudunk nyerni.

Hasonlo stratégia alapjan fogjuk kezelni az F = 5 esetet is. Az orbitreprezentansokat

az

eij=1,..,1,-1,..,-1,0,...0 | ,i+j<n
N~
i-szer j-szer
modon fogjuk jelolni. A tovabbiakban néhany segédtételt fogunk belatni.
A [es Segédtétel atfogalmazasa a kovetkezSképpen torténik.

5. Segédtétel. Ha az s3. (e; ) €s So.zr (€, ) értékek meghatdrozzdk az i, j értékeket, akkor

az Sp1 (F3) egy szepardldrendszer.

6. Segédtétel. Az sy (e;;) értéke nem mds, mint az (1 + z)" (1 — x)’ € Fy 2] szorzatban

a k-adfoku tag egyiitthatdja.
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy az
(14 M) (14 Xox) -+ (1 + M)

szorzatban a k-adfoku egyiitthato pontosan az si (A1, ..., \,) elemi szimmetrikus polinom.
]



7. Segédtétel. Legyen i és j hdrmas szamrendszerbeli felirdsa

i =g+ 4134 .. +ip- 3" = (igig—1...70)5
J=Jo+ 7134 .4 Ju-3" = (JuJv-1---Jo)3,

ahol ig, ...,7; € {0,1,2}, jo,...,J» € {0,1,2}. Ekkor

(ta)= 3 (et OIhmbn2) o gy <yl <,
lt,ltfl,...,l()E{O,l,Q}
(1 _ x)j‘ _ Z (_l)ﬁ{wE{O,l,...,vHmw:ij:Q} (_x>(mumv71-..mo)3 My < s ooy < jo.

Moy, My—1,...,mo€{0,1,2}
Bizonyitds. A bizonyitéas az

Tt—1

(1 —l—x)i — (1 + x3t>it (1 —i—x?’t_l) (1 —I—x?’)il (1 —|—I)i0 7

(1-2) = (1- x?’“)jv <1 _ x3“—1>

Jv—1

. (1 — xs)jl (1-— x)jo
Osszefliggések alapjan azonnal adodik. O]

8. Segédtétel. Az ig és jg értékeket egyértelmiien meghatdrozzik az sy, illetve sy polino-

mok orbitreprezentdnsokon vett kiértékeléseik.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy az

(1+2) = <1 + x3t> t (1 + $3H> T (1+ 3:3)i1 (14 z)",

(1-z) = (1- :vgv)j” (1 — :U3U71>JU71 (1= £B3)j1 (1—z)"
egyenlGségek miatt az elss, illetve méasodfoku tagokat csak az (1 + ) és (1 — )’ befo-
lyasolja. Ez azt jelenti, hogy az sy és sy kiértékeléseihez az iy, ..., 41 és j,, ..., j1 értékeket
figyelmen kiviil hagyhatjuk, vagyis ha két kiilonb6z6 orbitreprezentans esetén a nekik
megfelel6 1y és jo megegyezik, akkor az 6k kiértékeléseik is meg fognak egyezni az s; és s,
polinomokon.

A P}es Tablazat alapjan készen vagyunk, hiszen a tablazat oszlopai paronként kiilon-

boznek, ami pontosan azt jelenti, hogy az iy és jp értékek egyértelmiien meghatéarozot-
tak. 0

| [i0=10,jo=0[1,0[0,1]20]02]1,1]21]1,2[2,2]
s1 (€ ;) 0 1 [=1]-1] 1 0 1 [ =110
s2 (€55) 0 010 1 1 [ =1 =1]=1]1

2. tablazat. 1y és jy egyértelmiien meghatarozottak az s, és s, segitségével



Fontos megjegyezni, hogy ez a bizonyitas esetiinkben elégséges, azonban az eredmények
tetszéleges I, testre valo altalanositdsahoz egy olyan bizonyitésra lesz sziikségiink, ami
fiiggetlen a p-t6l.

A kovetkez6 lemma tetszéleges p primre bizonyithato, most a p = 3 esetre latjuk be. A
tovabbiakban feltessziik, hogy az ¢ és j harmas szdmrendszerbeli felirAsaban ugyanannyi

tag szerepel, kiillonben valamelyik kipoétolhato kell§ szamu O-val.

9. Segédtétel. Ha 3|i és 3|j, akkor

S3d (ez’,j) = S4 (ei/37j/3) .

Lemma
Bizonyitds. Legyen i = (ii4_1...50)3 és § = (juji-1..-Jo)3- Az oszthatosagbol kovetkezik,
hogy i1y = jo = 0. Ekkor az

() (1+20) = (1+2%)" (1+2%7) 7 (147"

1+ (235)5’”)” (1 + (Qx)st—l)jtl (1 (236)3)3‘1

egyenlGség bal oldaldn szereplé szorzatban az x3? tag egyiitthatéja megegyezik a jobb

oldalon 4ll6 szorzatban az y¢ tag egyiitthatojaval, (a @-os Segédtétel értelmében) vagyis

S3d (ei,j) = S4 (ei/37j/3) .

Még egy lemma bizonyitasa maradt hatra.

10. Segédtétel. Az io, jo, i1, j1, s ik, Ji €5 Sgrr1 (€55), Sozet1 (€5) €rtékek meghatdrozzdk
az Sgk+1 (ei*(ikikfl~~-i0);57j*(jk]'k71--‘]'0)3) s iletve S9.3k+1 (ei*(ikikfl~~-i0)37j*(jk]'k71»--]'0)3) értckeket.

Bizonyitds. Vezessiik be az

ik

fim () (La?) o (14a") - (20 (1 ) (14 207 )
g:= (1 4 x3k+1)ik+1 N (1 n x3t>it . (1 N (Qx)3k+l>jk+1 N (1 N (2$)3t>jt

polinomokat.

Az [Blos Segédtétel alapjan tudjuk, hogy

Si+1 (€;5) = "az f - g szorzatban az 2 tag egyiitthatoja",

Soge+1 (€;;) = "az f - g szorzatban az 223" tag egylitthatoja'.



Konnyen ellenérizhets, hogy az f polinom fokszadma maximum
4-(143+..+3) =23 -2

lehet.
Irjuk fel az f, g és f - g polinomokat az

f = an$n7
g=>_ gt",
f-g= chx”

n

alakban. Feladatunk tulajdonképpen a gsr+1 és go.gx+1 egyiitthatok meghatarozasa. Fel-
tétel szerint az f - g szorzatban ismertek a csr+1, illetve cy.qe+1 egyilitthatok, valamint az
105 J0y --» Uk, Jk 1Smerete miatt az far+1 és fozr+1 egylitthatokat is ismerjiik.

A cgp41 a kovetkezGképpen keverhetd ki:
Cakt1 = gghr1 + fart1,

ahol a csr+1 és fart1 ismertek, tehat a gsx1 meghatarozhato.

A cyge41 egyiitthato a
Co.3k+1 = (J9.3k+1 + f3k+1 © g3k+1

osszefiiggésbdl adodik, hiszen deg (f) < 2 - 3*1 — 2. Ebben cy.ge41, farsr ismertek, és az
el6z6 1épésbdl a gar+1 is meghatarozott, tehat a go.56+1 kiszamolhato.

Ezzel a bizonyités teljes. O
Most mar ratérhetiink a [2les Allitas bizonyitasara.

Bizonyitas. es Allitas) Az Allitast induktiv moédon bizonyitjuk. Tételezziik fel, hogy
ismertek az sz (€;5) , Sa.ax (€5,5) ertékek. A [Qras Segedtétel alapjan az sy (e;;), s2 (e ;)
értékek meghatéarozzak az i, jo jegyeket. Ekkor a [[0fes Segeédtétel szerint az ig, jo és
s3 (€;;) » S (€; ) mar elegendd informaciot tartalmaz ahhoz, hogy az ss (€;—i, j—j, ) » 56 (€iig,j—jo)

értékek meg legyenek hatéarozva. Most a [Ofes Segédtétel révén tudjuk, hogy

S3 (ez‘—io,j—j0> =351 (e(i*io)/3»(j*j0)/3) )

S6 (ez'—z‘o,j—jo) = 52 (e(i*io)/?’»(j*jo)/?’) :

Innen a [8Fas Segédtételt hasznalva adodik az 4y, j; ismerete.



A fenti eljarast folytatva az ¢ és j harmas szamrendszerbeli felirdsaban minden jegyet
megkapunk, ami pontosan azt mutatja, hogy az sz« (e; ;) és so.3r (€; ;) értékekek meghata-

rozzék az i, j szamokat, vagyis a[6fos Segédtétel alapjan készen vagyunk. O

3. Részeredmények az I, véges testre

A el6z6ekben latott eredmény fényében az I, véges test esetével kezdtiink el foglalkoz-
ni, és itt részeredményeket sikeriilt elérni. Ezek toébbek kozott az el6z6 szakaszban latott

lemmak altalanositasai. A sejtésiink a kovetkez6képpen fogalmazhato meg IF-re:

11. Feltevés. Ha IF = I, és m = 1, akkor a kévetkezd halmaz egy tartalmazdsra nézve

minimdlis szepardldrendszert alkot F [V]°" -ben:

Fp) = {Spk7 S2pky ++es S(p—1)-pk }0 <k< Uogp (n) — 1ng (p — 1)J } .

Az orbitreprezentansok jellése a kovetkezSképpen fog torténni:

Chiykys = | L 1,202, p—1,..,p—1,0,..,0 |, k; <n.

ki-szer  ko-szer kp_1-szer

Tovabba legyen k; p alapt szamrendszerbeli felirdsa
k; = (kitkitfl...kio)p.

A @os lemmaéahoz hasonlé médon tudjuk kiszamolni az s; (ekl,...,kp_l) értékeét.

12. Segédtétel. Az s, (ex,,..,,) €rtéke mem mds, mint a Pl4i-a) € Fyla]

szorzatban a l-edfoki tag egyiitthatoja.
A kovetkez6 lemma a [Ofes Segédtétel altalanositasa.

13. Segédtétel. Ha p |k; minden i =1,p — 1, akkor

Sped (€h1vvpr) = 5 (€ /pehyer /)

Bizonyitds. A p|k; feltétel alapjan k;, = 0 minden i = 1,p — 1. Ekkor az

(It (1+20) (14 (p—1)z 1 H<1+Z o) )k]

i=1 s=0

egyenlGségben elvégezve az xP > y valtozocserét, és kihasznalva a Kis Fermat-tételt az

(L) (1+20)" - (14 (p— D)™ = (L+ )P (1 +29)7 - (L4 (p— 1) )7

7



azonossag adodik, ahonnan azonnal kovetkezik az

Sp (hs,ey 1) = S (Cha /-1 /p)

egyenl@ség. O]

A [[0}es Segédtétel az alabbi modon altalanosithato.

14. Segédtétel. A kimkila ceny kil, 1= 1,p —1 és
Sjpit (6k11---7kp71) ,mindeni1=1,p—1

értékek meghatdrozzik az

Si-pl+1 (6k1— (k11k1171 ...klo )p ..... kpfl—(kpfllkpfllil ...k:p,10 )p) )

értékeket, minden 1 =1,p — 1

Bizonyitds. Vegyiik az

3
L

Il
zN

(1 + (ix)ps>kis ,

ﬂ.
I
»
Il
<+ o

=
|

kig

(1 + (ix)ps>

I+1

S
|

ls

~.
Il

polinomokat. Itt az f polinom maximélis fokszama

p-1)"Q+p+-+p)=p-1- (" -1)

lehet.
frjuk fel az f, g és f - g polinomokat az

F=>_ far",
g = Zgnx”,
frg=> caa"

alakban. Tudjuk, hogy

il .. L.
S pit1 (ekl,m,kp_l) = "az f - g szorzatban az x'"  tag egyiitthatoja" = c; 1,

amelyek feltétel szerint ismertek, minden ¢ = 1,p — 1. Tovabba a k; , k;,, ..., k;, ismerete

8



miatt az f;+1 egyilitthatok is ismertek. Az f - g szorzatban az egyiitthatokra a kovetkezd

egyenletrendszert kapjuk:

Cpi+1 = fpre1 4 gy
Copl+l = f2,p1+1 + Gopit1 + fpz+1 * gplt1
C3.pi+1 = f3,pz+1 + g3.pi+1 + f2,pz+1 “gpit1 + fpl+1 " go.pit1

Capl+l = Gapi+1 + f4,pz+1 + f2-pl+1 “Go.pi+1 + fpl+1 “ g3.pi+1 + f3,p1+1 * gpit1

p—1
Clp—1)pi+1 = J(p-1)pi+1 T Z Jo—1-ipi+1 * Gipi+r-
i=1
Innen a g; +1 egyiitthatok egyértelmiien meghatarozhatoak. Ezzel a lemmankat belattuk.
]

Lathattuk, hogy a es Allitas indukciés bizonyitasaban az indukcié elss lépésében
kulcsfontossagi szerepet toltott be a8las Segédtetel. Az altalanos sejtés hasonld indukcios

bizonyitasdhoz mar csak az alabbi sejtés bizonyitasa hidnyzik:

15. Feltevés. Az s, (ek1 ..... kp71) s Spei (ekl,---gkpfl) értékek meghatdrozzdk az ki, ..., kp_1,
értekeket.

A fenti sejtést még nem sikeriilt bizonyitanunk, igy ez egy tovabbi feladatnak szamit,
viszont szamitogépes program segitségével teszteltiik a p = 5 esetet, amelyre a sejtés

igaznak bizonyult.
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