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Kivonat

A kutatédsom kiindulépontja az "On a class of self-similar sets which contain
finitely many common points" c¢im cikk [6]. A cikkben egy paraméteres énhasonlo
halmazcsalad esetén tetszéleges x pontra tekintik azon paraméterek halmazat, amik
esetén az x pont beleesik a halmazba. Bizonyitjdk, hogy tetsz6leges pontra ezen
halmaz Lebesgue-nullmértéki és teljes Hausdorff-dimenziéji. Ezt az eredményt
probaltam élesiteni annak a kérdésnek a megvalaszolasaval, hogy létezik-e olyan
gauge-fiiggvény, melyre a hozzarendelt Hausdorff-mérték szerint a vizsgéalt halmaz
pozitiv, véges mértékd.

1. Bevezetés

Mult félévben Zolomy Kristoffal kozosen kutattunk, és feldolgoztuk az "On a class of
self-similar sets which contain finitely many common points" cimii cikket [6], amihez meg
kellett érteniink a témakor alapvets definicioit, tételeit. Ez felemésztette az idénk nagy
részét, igy lényegében nem maradt arra idS, hogy a témakorben megoldatlan problémak-
kal foglalkozzunk. Ebben a félévben a mult félévi kutatést folytattam (immar egyediil),
és az volt a célkitiizésem, hogy amellett, hogy még jobban, mélyebben beletanulok a
témaba, megprobélok valamin gondolkodni, sajat eredményeket kihozni.

Az el6z6 félév végén tartott el6adasunk utan Elekes Marton kérdezte meg a mostani
kutatdsom f6 kérdését, amit utdna a témavezetém is érdekes kérdésnek talalt, igy ezt
tliztem ki f6 célnak erre a félévre, hogy utanaolvassak ezzel kapcsolatos eredményeknek,
és megprobaljam megoldani ezt a probléméat. A kérdést a kovetkezs részben mondom ki,
a sziikséges definiciok bevezetése utan.

Sajnos végiil nem sikeriilt megoldanom. T6bbszor azt éreztem, hogy nagyon kozel
allok hozza, de végiil egyik otletem sem bizonyult elegendének. Ennek ellenére hasznos-
nak érzem ezt a kutatést, véleményem szerint sokat fejlédtem bel6le mind szakmailag,
mind kutatasi szempontbol, azaz sokat gondolkodtam egy nehéz kérdésen, és kapcsolodo
cikkeket kerestem, értettem meg.

A kutatasom soran lényegében két dolgot csinaltam felvaltva. Egyrészt, kapcsolodo
cikkeket kerestem az interneten és atolvastam Gket. Ebben a félévben, az el6zével el-
lentétben, nem az volt a célom, hogy ezeket a cikkeket nagyon alaposan feldolgozzam,
hanem inkabb az, hogy megtalaljam és megértsem az olyan eredményeket, amik hasz-
nosak lehetnek a sajat problémémhoz. Masrészt a probléman gondolkodtam, probaltam
sajat oOtletekkel elGallni, illetve probéaltam a cikkekben talalt eredményeket alkalmazni.
Mindezekrsl alaposabban irok a késébbi fejezetekben.



2. Alapok

A mult féléves beszamolonkban definidltuk a témakor alapvets fogalmait, tételeit,
tobbek kozott leirtuk, hogy mit neveziink 6nhasonlé halmaznak, és mi az a Hausdorft-
dimenzi6. Emellett a [6] cikk f6 eredményeit is vazoltuk. FEmiatt ezekbe most nem
megyek bele djra, csak azokat a dolgokat emelem ki a cikkbdl, amik fontosak lesznek
szdmomra, illetve csak olyan dolgokat definidlok, amiket ebben a félévben tanultam a
kutatasaim soran.

A kérdésem kimondéséhoz sziikség van egy definiciora, illetve a [6] cikkben definialt
halmazcsaladra.

2.1. Definici6é. Legyen h : Rt — R egy monoton nové, jobbrol folytonos, fiiggvény,
melyre lim, o h(z) = 0. Legyen

HM"(K) :inf{Zh(WiD - K C UU}

ahol K' C R tetsz6leges részhalmaz, az infimum az Gsszes megszamlalhato fedésen fut
végig, amelyben minden U; atmérdje legfeljebb e, és |U| az U halmaz atmérgjét jeloli.
Legyen tovabba H" = lim. ,o H". Ekkor bizonyithato, hogy H" egy Borel-mérték. Az
ilyen tipust mértékeket a h gauge-fiiggvényhez rendelt Hausdorff-mértékeknek nevezziik.

Errél a definiciorol Rogers konyvében [5] olvastam el az alapokat, ahol precizen de-
finidlja a Hausdorff-mértékeket, és bizonyitja a vele kapcsolatos alapvets allitasokat.
Vilagos, hogy ha a h(x) = z' alaku fliggvényeket vizsgaljuk, akkor éppen a szokisos
Hausdorff-mértékekekhez jutunk, amikbdl a Hausdorff-dimenziét szarmaztatjuk.

Tovabba definidlom a kiindul6 cikkben [6] szerepl§ halmazt, amit vizsgalok.

2.2. Definici6. Legyen A € (0, 5] esetén K\ az {fro(z) = Az, fr1(z) = Az +1— A} IFS
altal generalt halmaz, azaz az egyetlen K, kompakt halmaz, melyre

Ky = fao(K)) U fai (K.
Ekkor legyen A(z) = {X € (0,3) : z € K,}.

A [6] cikkben is ezt a halmazt vizsgaljak, belattéak, hogy ez egy Cantor-halmaz min-
den z € (0,3) esetén, tovabba a A(z) halmaz Lebesgue-mértéke 0, mig a Hausdorff-
dimenzidja 1. FEz valahogy pont azt jelenti, hogy a Hausdorff-dimenzi6 nem fogja
meg elég pontosan a halmaz méretét, mivel 1 a dimenzid, de az 1-dimenziéhoz tarto-
z6 Hausdorff-mérték, ami éppen a Lebesgue-mérték az 0. Tehat minden ¢ < 1 esetén
a t-dimenziés Hausdorff-mérték végtelen, mig minden ¢ > 1 esetén 0. Ez inspralta a
kutatasom f& kérdését:
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2.3. Kérdés. Létezik-e valamelyik (vagy minden) z € (0,5

fiiggvény, melyre 0 < H9% (A(z)) < o0?

) esetén olyan g, gauge-

3. Cikkek és bizonyitasi otletek

Ebben a fejezetben Osszefoglalom, hogy milyen médokon probaltam megtamadni a
problémét.



3.1. Az eredeti cikk bizonyitasanak altalanositasa

A legtermészetesebb 6tlet, hogy a [6] cikkben hasznélt bizonyitast, miszerint 0 a
Lebesgue-mérték és 1 a Hausdorff-dimenzio, megprobaljam éltaldnositani, hatha kis mo-
dositéassal tobb is kijon a bizonyitasukbol. Ennek az attekintéséhez elGszor dsszefoglalom
a cikkiik f6 eredményeit:

3.1. Tétel. Tetszileges N € A(x) esetén

. o _log(2)
(151_r>r(1) dimg(A(z) N(A = 6,A+0)) =dimy(K,) = TTogV)’
ahol dimyg a Hausdorff-dimenziot jeloli.
Az utobbi egyenldség, azaz dimg(K)) = _l(iféfz\) ismert, abbol kovetkezik, hogy K

egy Onhasonlé halmaz.

A tétel lényegi részének bizonyitési 6tlete az, hogy A(z) egy megfelels részhalmaza és
K, egy részhalmaza kozott oda és vissza is mutatnak egy Lipschitz-leképzést, ami ismert,
hogy nem noveli a Hausdorff-dimenziét. Valdjaban ennél azért kicsit bonyolultabb, de
ilyesmin mulik, ezt mult félévben leirtuk, igy most nem megyek bele a részletekbe. Ezt a
bizonyitasi 6tletet nem sikeriilt dltalanositanom, mert altalanos gauge-fiiggvények esetén
nem miikédnek szépen a Lipschitz-leképzések. Viszont ennek egyszert kévetkezménye (a
[6] cikkben szintén ki van mondva) a kévetkezo:

3.2. Kovetkezmény. Legyen x € (O,%

esetén, melyre A(z) N1 # () teljesiil, hogy

). Ekkor tetszdleges I C R nyilt intervallum

dimg(A(z)NI)= sup dimy K.
AeA(z)NI

Ez alapjan mar konnyt bebizonyitani a cikk f& tételét, amit most vazlatosan le is
irok, mivel rovid és ezt probalom majd toviabbgondolni.

3.3. Tétel. dimy(A(z)) =1 és A(A(x)) =0, ahol X itt a Lebesque-mértéket jeloli.

Bizonyitds. Egyszert latni, hogy min(A(z)) = z és max(A(z)) = 3, igy az el6z6 kovet-
kezmény szerint

dimpy(A(z)) = dimy (A(x) N (2,1/2)) =  sup  dimy K =1,

AEA(:C)Q(;B,%)

mivel ahogy A — % agy a dimy K, tart 1-hez, és konnyd meggondolni, hogy tudunk

A(x) N (z, 3) halmazbeli pontokkal $-hez konvergélni.
Azonban minden n € N esetén a A,(z) = A(z) N [z,5 — 2] halmaz Hausdorff-
dimenzidja legfeljebb % < 1, igy az Osszes ilyen alaku halmaz Hausdorff-

dimenzi6ja szigortan kisebb, mint 1. Am ekkor a Lebesgue-meértékiik 0, igy

Ax) = An(z)

Lebesgue-mértéke is 0. [



Ez alapjan az a sejtésem, hogy semmilyen gauge-fiiggvényre nem lesz pozitiv és véges
a A(x) halmaz Hausdorff-mértéke. Ugyanis tegyiik fel, hogy létezik egy ilyen g gauge-
fliggvény. Ekkor nem lehet minden n-re H9(A,(z)) = 0, mert akkor az uniéjuk mértéke
is 0 lenne, igy valamilyen N szamra HY9(Ay(x)) > 0, legyen dimy(Ayx(z)) = ¢ < 1.
Tehat egy 1-nél kisebb Hausdorff-dimenzi6ji halmaz H9Y9-mértéke pozitiv, azonban a
A(z) — Ay(z) egy teljes (azaz 1) Hausdorff-dimenzioju halmaz, de a HY9-mértékének
végesnek kell lennie. Ez nem tiinik igaznak, ezek alapjan sejtem azt, hogy nem lesz
megfelels gauge-fliggvény.

Legyen ¢ < s < t < 1, és jelolje H' a szokasos, [-dimenziés Hausdorff-mértéket,
amennyiben [ egy valés szam, azaz az ' fiiggvényhez rendelt Hausdorff-mértéket. Ekkor
dimg(An(z)) = ¢ miatt H*(Ay(z)) = 0, azaz HY szerint nagyobb a mértéke, mint H*
szerint, ami azt biztosan jelenti, hogy létezik egy (a;);eny sorozat, ami pozitiv valosakbol
all és 0-hoz tart, tovabba g(a;) > af. Ehhez hasonléan dimy A(x) = 1 miatt H (A(z)) =
00, mig HI(A(x)) < oo, igy kell 1éteznie egy olyan (b;);en pozitivakbol allo, 0-hoz tartod
sorozatnak, melyre g(b;) < bl. Ez minden ¢ < s < ¢t < 1 szdmokra igaz, igy ha van
megfelel§ g fiiggvény akkor annak az z! hatvanyfiiggvényekhet képest "oszcillalnia" kell,
azaz végtelen sokszor megy z® folé, és végtelen sokszor megy ! ala ahogy tartunk 0-hoz.

Ilyen fliggvényt azonban még konnyid gyartani. De kijott az az érdekes eredmény,
hogy nincs olyan g gauge-fiiggvény, melyre minden s < 1 esetén létezik € > 0, hogy a
(0,¢) intervallumban = < g(z) < z®. Nevezzik az ilyen gauge-fliggvényeket szépnek.
Ezt azért emelem ki, mert altalaban amikor a matematikusok ilyen tipusd, 1 Hausdorft-
érdekli 6ket, hogy be lehet-e szirni valamit az x és x° kozé minden s < 1 esetén, azaz
létezik-e megfelels szép fliggvény, mivel az mond el valamit a halmaz méretérdl bizonyos
szempontbol. A mi esetiinkben nem lehet ilyen médon finomitani, csak nem szép fiigg-
vények johetnek széba. Az is lathato a fentiekbdl, hogy az Osszes szép gauge-fiiggvény
esetén 0 lesz a A(x) halmaz Hausdorff-mértéke.

Valamennyit lehet finomitani azon, hogy milyen tipusu fliggvényeket vizsgélunk. Az
volt a tervem, hogy belatom, hogy ha van megfelel6 gauge-fiiggvény, akkor kell lennie
egy sziikebb osztalybol is gauge-fiiggvénynek, és belatom, hogy olyan mér nem lehet. Ez
végiil nem sikeriilt, de leirom az 6tleteim.

Vil4dgos, hogy nagyon fura g fiiggvények esetén bizonyos dtmérGjd halmazokat nem
éri meg hasznalni. Példaul ha g(1) = 1 és g(1/3) = £, akkor 1-hosszi intervallumot job-
ban megéri 4 darab %—hosszﬁ intervallummal lefedni, igy ilyenkor feltehetjiik, hogy nem
hasznalunk 1 hosszu intervallumot. Ennek fényében tetsz6leges h : RT — R fliggvény
esetén definidlok egy h* : RT — R fliggvényt a kovetkezSképpen:

h*(p) = min(h(p), inf{n-h(q) : n €N, ¢ € R", ng > p}).
n,q

Azt allitom, hogy a H" mérték megegyezik a H" mértékkel. Ugyanis egyrészt,
vilagos, hogy tetszdleges A halmazra H" (A) < H"(A), mivel a definiciobol 1athato,
hogy h*(x) < h(z) minden x esetén. Megforditva, tekintsiink egy U; fedését A-nak,
amire nézve a Y. h*(|U;]) kevesebb, mint e-nal tér el H" (A)-tol. Ekkor tetszéleges
Us-rél feltehetjiik, hogy intervallum, csinaljunk egy masik fedést, ami H"-t kozeliti. Ha
h(|U;|) = h*(|U;]) akkor ebbe a fedésbe is vegyiik bele U;-t, ha pedig nem, akkor definicio
szerint van olyan q,n, hogy ng > |U;| és nh(q) legfeljebb -nel nagyobb, mint h*(|U;|),
igy U; helyett vegylink n darab ¢ atmérdjd intervallumot, amik fedik U;-t. Legyen az
igy kapott intervallumsorozat U]. Ez tehat vilagos, hogy A-nak egy fedése, és a definicid
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szerint legfeljebb 2e-nal nagyobb értéket ad > h(|U!|), mint H" (A), igy e-nal 0-ba tartva
megkapjuk, hogy H"(A) < H" (A), tehat tényleg H" = H"".

Ez azért hasznos szamunkra, mert a definiciobol lathaté, hogy minden p esetén
h*(p) < inf, {n-h(q) : n €N, ¢ € R, ng > p}, igy elég ilyen alaku fiiggvények
kozott keresni a gauge-fiiggvényt, mert ha létezik, akkor ilyen alaku is létezik. Am ez
sem elég erGs ahhoz, hogy ki tudjuk zarni megfelel§ gauge-fiiggvény létezését, mivel ilyen
tipust fiiggvénybdl is konnyti olyat gyartani, amire létezik a fent definialt a; és b; sorozat
minden ¢ < s <t < 1 esetén.

Innen nem tudtam befejezni a bizonyitast, hogy nem létezik gauge-fliggvény. Ehhez
vagy az kéne, hogy még valahogy sztikitsem a fliggvény-osztalyt, amibdl a gauge-fiiggvény
szarmazhat, de szerintem ezt nem lehet tovabb sztikiteni, vagy kéne még valamit megal-
lapitanunk a A(z) halmazrol, &m ilyen iranyba sem sikeriilt eredményt elérnem.

3.2. Mérhetetlen halmazok

3.4. Definici6. Egy A C R halmazt mérhetetlennek (immeasurable) neveziink, ha min-
den eltolas-invaridns Borel-mértékre nézve nullmértéki vagy nem o-véges.

Vildgos, hogy minden gauge-fliggvénybdl szarmaztatott Hausdorff-mérték eltolas-
invarians, igy amennyiben belatnank, hogy A(x) mérhetetlen, abbol egybdl kovetkezne,
hogy nincs megfelel6 gauge-fiiggvény. Tehét feltehetjiik a kivetkezs, erésebb kérdést:

3.5. Kérdeés. Igaz-e valamelyik (vagy minden) z € (0, 5) esetén, hogy a A(z) mérhetet-
len?

Mérhetetlenségrol Keleti és Elekes cikkét [4] hasznaltam bevezetének. Itt bevezetik
a fogalmat, és bebizonyitjak, hogy a Liouville-szamok halmaza mérhetetlen. Emellett
egyéb mérhetetlen halmazokat is mutatnak.

Ezek utan megtalaltam és elolvastam Davies cikkét [2], amiben egy kompakt halmaz-
rol bizonyitja be, hogy mérhetetlen. Ez azért fontos eredmény, mert A(x) kompakt, igy
ezek alapjan esélyes, hogy mérhetetlen.

Azonban mindkét cikk bizonyitasi modszere a definiciobodl kiindulva nem meglepd
modon, arra megy ra, hogy felteszik, hogy létezik eltolas-invarians Borel-mérték, majd
a vizsgalt A halmazrol belatnak olyasmi tulajdonsagot, hogy sokféleképpen 6nmagaba
tolhato, és ebbdl ellentmondasra jutnak.

En sem talaltam més modot a mérhetetlenség megfogasara, szerintem mindenkép-
pen kéne valami eltolasos lemmékat bizonyitani a vizsgalt halmazrol, azonban A(x)-t
ilyen modon egyéltalan nem tudtam megfogni, és nem is érzem tugy, hogy lennének
ilyen tulajdonsagai. Pont emiatt, hogy nem érzek semmilyen eltolasra szépen viselkedd
tulajdonsagot A(x)-re, azt gondolom, hogy nem lesz mérhetetlen. Gondolkodtam egy
megfelel6 mérték legyartasan is, de az is megfoghatatlan volt szdimomra.

3.3. Megfelel6 gauge-fiiggvény keresése

Természetesen a masik irany bizonyitasa is megfordult a fejemben. Elkezdtem uténa-
olvasni, hogy vannak-e eredmények arrél, hogy egy Cantor-halmazra mikor van megfelel
gauge-fliggvény, és hogyan lehet megtaldlni. Ebben a témaban irédott is néhany cikk.
Megtalaltam, hogy Cabrelli, Mendivil, Molter és Shonkwiler [I] bizonyitotta a kivetkezét:

Legyen aq, as, ... egy nemnegativ valosakbol &llo sorozat, melyben a szamok Osszege
1. Ekkor ehhez egyértelmiien tudunk rendelni egy Cantor-halmazt tgy, hogy a legkisebb



pontja 0, a legnagyobb 1, és sorban az a; szamok a kiegészits intervallumok hosszai. A
sorban itt tgy értendd, hogy elGszor a megfelel a; hosszi nyilt intervallumot hagyjuk
el a [0, 1] intervallumbol, ez két részre vagja a szakaszt. Utana a bal oldalibol egy as,
a jobb oldalibél egy as hosszi nyilt intervallumot hagyunk el. Igy tovabb, n 1épés utan
2™ zart intervallum lesz, majd a kovetkezd 1épésben balrol jobbra elhagyunk rendre egy
Qon, Qgnyt,...,a9n+1_1 hosszi nyilt intervallumot. Mindezt tugy tessziik, hogy a végén
egy 0 Lebesgue-mértékd C, Cantor-halmazt kapjunk. Vildgos, hogy minden elhagyott
intervallum helye meg van hatarozva, igy a szamsorozat egyértelmiien meghatarozza a
Cantor-halmazt. Ekkor az altaluk bizonyitott tétel a kovetkezd:

3.6. Tétel. Amennyiben az (a,) sorozat monoton csékken, létezik olyan gauge-figguény,
amire Cy-nak pozitiv és véges a Hausdorff-mértéke.

S6t, Garcia, Molter és Scotto [3] ennél erésebbet is bizonyitottak.

3.7. Tétel. Ha (a;) monoton csékken akkor tetszdleges h gauge-fiigguény esetén

P 0 .
i'hmmf”‘h<h> < H"(C.) §4~hminfn-h<—2” J).

n—oo n n—oo n

Ennek segitségével mar egyszert megfelel gauge-fiiggvényt gyartani az ilyen tipusu
C, Cantor-halmazokra.

Azonban a A(z) Cantor-halmaz nem ilyen. Ezt ellendriztem tobb x-re, vizsgaltam
a Cantor-halmaz kiegészité intervallumainak hosszat, és azt kaptam amit varnank a ko-
rabbaik alapjan, hogy a Cantor-halmaz az % koriil lgesfirl’isédik, azaz ott sokkal kisebbek
a kiegészit6é intervallumok, mint az x-hez kozel. Igy ez a modszer sem alkalmazhato
az esetiinkben. Ennek ellenére érdekesnek taldlom ezeket az eredményeket, hasznosnak
gondolom, hogy atolvastam ezt a két cikket.

4. Osszesités

Osszességében élvezetesnek és hasznosnak tartottam ezt a félév kutatast. Hagy ben-
nem egy kis hianyérzetet, hogy nem jott ki a kérdés, amin dolgoztam, igy lényegében
semmi sajat eredményem nincsen, de ugy érzem, hogy sokat tanultam, fejlédtem a ku-
tatas kozben.

Szeretném megkoszonni a témavezetémnek, Keleti Tamasnak, aki elvallalta a téma-
vezetésem, és mindvégig tamogatta a kutatdsomat.
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