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1. Bevezetés

Az 6nhasonlé halmazok Hausdorff-mértékének meghatéarozasa altalaban nehéz: bar a szamegyenesen van
hatékony modszer a kiszamitasara, magasabb dimenziéban egyetlen nem trivialis esetben sem ismert a
pontos érték. A kutatéomunkadm soran azt vizsgaltam, hogy a Hausdorff-mértékre milyen becslések adhatok
a halmaz atmérdjének fliggvényében, illetve kidolgoztam egy algoritmust, amellyel konkrét énhasonld
halmazokra adhatok korlatok.

2. Tteralt fliggvényrendszerek

2.1. Definicié. Iterdlt fiigguényrendszernek (roviden IFS-nek) nevezziik RY hasonlésagainak egy
P={pi[1<i<n}

véges rendszerét, ha minden ; hasonlésagi ardnya 1-nél kisebb.

2.2. Allitas. Legyen ® = {¢1,---,on} IFS. Ekkor létezik egy egyértelmd kompakt K, amelyre teljesiil,

hogy
K =]Jei(K).

K-t a ® attraktordnak nevezzik.

2.3. Definicio. Legyen ® = {¢; |i € A} IFS, és legyen \; a ¢; hasonlosagi aranya. Jeloljik s-sel a

doa=1

€A
egyenlet megoldasat.

2.4. Allitas. Létezik eqy egyértelmid p valdszintségi mérték, amelyre
p=> Neiw),
ahol ¢i(11)(A) = u(p; '(A)).

2.5. Definici6. @ teljesiti az erds elvdlasztdsi feltételt (SSC), ha ¢;(K)N¢,;(K) =0 barmely i # j esetén.

2.6. Allitas. Tegyiik fel, hogy ®-re teljesiil az SSC. Ekkor ® Hausdorff-dimenzidja s.



3. IFS-ek Hausdorff-mértéke

Jeloljik H*(K)-val a K halmaz s-dimenzios Hausdorfl-mértékét. A Hausdorfl-mérték definicioja helyett
végig a kovetkezs tételt fogjuk alkalmazni:

3.1. Tétel (Olsen [5]). Tegyiik fel, hogy ®-re teljesiil az SSC. Ekkor

p— \ul®
H (K) - U konl\f(l:x nyilt M(U) ’
n(U)>0

ahol |U| az U halmaz dtmérdgjét jeloli.

Az el6z6 tétel abban az esetben is igaz, ha U-rél nem tessziik fel, hogy konvex, hiszen a konvex
burokra valé attérés nem néveli az atmérst, a mértéket pedig nem csokkenti. A nyiltsag is elhagyhato,
mert tetszbleges (legalabb kételemd) A halmaznak van olyan U nyilt kérnyezete, hogy |U| < |A|(1+¢).

Emiatt a tétel alabbi valtozata is igaz:

3.2. Kovetkezmény.

e AP
H¥(K)= inf
) 1n(A)>0 p(A)

Az A=K valasztassal a H?(K) < |K|* becslést kapjuk. Nyitott probléma, hogy az el6z6 egyenlGtlen-

ségben lehet-e egyenléség, ha s > 1 nem egész. s < 1 esetén elérhetd az egyenldség:

3.3. Tétel (Ayer, Strichartz [1]). Tegyik fel, hogy a A\1,..., A, > 0 adottak, és > \; < 1. Ekkor van
olyan ® = {p1,...,0n} IFS R-en, ahol a ¢; hasonldsdgi arinya X\;, és a K attraktorra teljesil, hogy
H(K) = K[

Az alabbi tétel szerint kellGen ,szép” K esetén nem lehet egyenlGség. A tételre sajat bizonyitast adtam,

mert az eredeti bizonyitas kinaiul van.
3.4. Tétel ([2]). Tegyiik fel, hogy s > 1, és K konvex burka politép. Ekkor H*(K) < |K|*

Bizonyitds (vdzlat). Legyen V a conv(K) cstcsainak halmaza. Definidljuk az alabbi iranyitott grafot a
V csticshalmazon: a p-bdl akkor megy él p’-be, ha p = ¢;(p’) valamilyen i-re. Vilagos, hogy ha p = ¢;(p’)
valamilyen p’ € K-val, akkor p’ € V', ebb6l kovetkezik, hogy minden csticsbol vezet ki él.

Elgszor tegyiik fel, hogy p € V benne van egy korben, vagyis p = ¢(p), ahol ¢ = ¢;, 0...0y;, alaka.
Vilagos, hogy ¥(K) C K. Legyen C a p conv(K)-hoz tartozé mozgaskipja. Ekkor ¢(C) C C, ez csak ugy
lehet, ha C =1 (C), mivel az egységgdmbbel vett metszet Lebesgue-mértéke nem valtozik a 1 hasonlosag
hatasara.

Tegyiik fel, hogy K Nconv(y(K)) 2 ¥ (K). Ekkor pu(K Nconv(¢(K)) > u(yp(K)) = A%, ahol A a ¢
hasonloséagi ardnya. A 3.2. képlet miatt

o) < LoD P
pi(conv(1p(K))) A®

K7,

tehat nem teljesiilhet az egyenlGség.

A tovabbiakban feltessziik, hogy K Nconv(¢(K)) = (K). Emiatt p-nek van olyan U kornyezete, ahol
UNK =UnNy(K), amibdl kovetkezik, hogy A C U esetén u(y(A)) = Au(A). Rogzitsiink egy F félteret,
amelyre conv(K)NFY = {p}, és legyen FP az F} e-nal valo eltoltja conv(K) iranyaba. Ha rogzitiink egy
kis € > 0-t, akkor

B(FP\ ) = p(™ (F2)) = X u(FP),

ebbdl kivetkezik, hogy u(FP) = O(e®), ha e — 0.



Most tegyiik fel, hogy p € V nincs kérben. Ekkor véges sok olyan séta indul p-bdl, amelynek csak az
utolsé cstiicsa van kérben. Ebbél lathato, hogy a p-nek egy kornyezetében K el6all véges sok korben 1éve
cstcs kornyezetének hasonlosagnal vett képének unidjaként, ezért itt is teljesiil, hogy p(FP) = O(e?®).

Végiil legyen A= K\, HE. Ekkor |A| <[K|(1—ci¢) valamilyen ¢; > 0 konstanssal, ezért [A[* <
<|K|*(1—c1se+o0(e)). Masrészt pu(A) > 1—cae® =1—o0(¢e) (itt hasznaljuk, hogy s > 1), tehat elég kicsi €
esetén |A]® < p(A)|K|*, amibdl kovetkezik az allités.

O

4. c|K|* mértéki IFS-ek

4.1. Tétel (Ma, Wu [3]). Legyen d pozitiv egész, és legyen s € (0,d), valamint c€ (0, 1) tetszdleges. Ekkor
van olyan IFS R%-ben, amelyre H*(K) = c|K|*.

A bizonyitasban fontos szerepe van a kovetkezd tételnek:

4.2. Tétel (Olsen [6]). Legyen n és d rogzitett. Jeloljik M-mel az SSC-t teljesitd, n hasonldsdgbdl dllo
TFS-ek terét, mint End(RY)" alterét. Ekkor a ® — H*(K) leképezés az M-re megszoritva folytonos.

Legyen ¢ > 0. A folytonossag miatt elég, ha van olyan rogzitett n, és n hasonlosagbol allo IFS-eknek

egy ®; csaladja (t € [0,1]), amelyre az alabbi tulajdonsagok teljesiilnek:
e minden t-re dim K; = s és |K;| =1, ahol K; a ®; attraktora
e at+— O, leképezés folytonos
o &y-re teljesiil az SSC
o H¥(Ky) <eésH (Ky1)>1—¢

A bizonyitas lényege a @ konstrukcioja: az 1 atmérdji gombben egy racshalot jelolink ki, és a racs-
pontokban azonos arédnyu kozéppontos hasonlésagokat vesziink be ®g-ba. A racspontok meghataroznak
egy olyan kockardcsot, amelyre teljesiil, hogy az 6sszes hasonlésig a racspont koriili kockdba képezi Ko-t.
Jeloljiik po-lal a ®g-hoz tartoz6 6nhasonlé mértéket. Ha U egy olyan halmaz, ami legalabb két kocka-
bol tartalmaz Ky-beli pontot, akkor az U atmérdjére als6 korlat adhato, amibsl kovetkezik, hogy az
U-t metsz6 kockak unidjara attérve az atmérd csak kicsivel né. Ezutan az atmérére a kovetkez lemma

felhasznalasaval adhatunk fels6 becslést a kockak szamanak fiiggvényében:

4.3. Lemma. Legyen L% a d-dimenzids Lebesque-mérték, és jeloljiik wy-vel a d-dimenzids egységgomb

Lebesque-mértékeét. Ekkor tetszdleges mérheté A C R? halmazra

LYUA) <wy (";l) d.

Néhany tovabbi technikai becslés felhasznalasaval igazolhato, hogy a racshalot elég stirtinek valasztva
|U|* > (1—¢e)u(U), tehat H*(Ko) > 1—e¢.

Végil a ®4-t ugy definidljuk, hogy a gombfeliilleten hagyunk két réacspontot az atmérdre vonatkozd
feltétel miatt, az Osszes tObbi racspontra pedig egy egyre kisebb aranyu kozéppontos kicsinyités alkal-
mazunk. A Kkicsinyitési aranyt jol megvalasztva az SSC minden ®;-re teljesiil, és elég siird racs esetén
elérhetd, hogy H*(K) <e.

A bizonyitas két okbol nem &ltalanosithato a c=1 esetre: egyrészt a racshélo stirtisége, és igy a hason-
losagok szama fligg e-t0l; masrészt ha ¢ kozéppontos hasonlosiagokbol all, akkor conv(K) a hasonlosagok

fixpontjainak konvex burka, ami a 3.4. tétel szerint megakadalyozza az egyenlGséget.



5. Algoritmus alsé korlat keresésére

A 4.2, tétel miatt a H®(K)=|K|* teljesiilésehez elég, ha rogzitett n-re a paramétertérben van egy kompakt
halmaz, ahol minden IFS-re teljesiil az SSC, és a H*(K)/|K|*® tetszblegesen megkozeliti az 1-et. Emiatt
célszertinek tiint szamitogéppel keresni olyan IFS-eket, ahol ez az ardny minél nagyobb. A szamitashoz
Mora [4] algoritmusat altalanositottam az SSC feltételt teljesité 6nhasonloé halmazok esetére.

A trivialis esetek kizarasa érdekében feltessziik, hogy n>1. Legyen D egy R sugaru zart golyd, amelyre
K C D. Vezessiik be az I ={1,...,n} jelolést. Egy i= (i1,...,%m,) € I" indexvektor esetén legyen E; =
= (@i, 0...0¢;, )(K), és hasonlosan definidljuk a D; = (¢;, 0...0p;  )(D)-t. Nyilvanvalo, hogy F; C D;.
Legyenek A1, ..., A, a hasonlosagi aranyok, és legyen A\j=M\;, --- A;,,. Ekkor Dj sugara R\, és p(E;) = A{.

Legyen N C P(I<%) azon véges N-ek rendszere, ahol egyik N-beli indexvektor sem kezd&szelete
egy mésik N-belinek. Fontos kiilonbség az eredeti algoritmushoz képest, hogy A-ben kiilonb6z6 hosszi

indexvektorokat is megengediink.

5.1. Definicié. Egy N € N fedi az U C R? halmazt, ha az alabbi két feltétel teljesiil:
(i) UNK CUien B
(ii) barmely i € N-re UNE; # 0

Vezessiik be a
dmin (i, j) :;reliDni lz—=yll, dmax(i,j) :ggg?”x_y”
yED; y€Dj

jeloléseket.

5.2. Allitas. Legyen A C R? tetszdleges halmaz, amelyre p(A) >0, és tegyiik fel, hogy eqy N € N fedi

A-t. Ekkor °
‘A|S (maXi,jeN dmin(iaj)) =:an
pn(A4) — dlien A

5.3. Allitas. Legyenic N € N. 0 # J C I esetén definidljuk az

Nig=(N\{ihufijlje J}
halmazt. Ekkor az aldbbi tulajdonsdgok teljesiilnek Nj j-re:
e NijeN
o ha N fed egy A halmazt, akkor pontosan egy J van, amelyre N; j fedi A-t
e ha N j fedi A-t, akkor N is fedi.
Sziikségiink lesz a 3.2. allitasnak egy modositott valtozatar:

5.4. Definicié. Egy A halmazt jonak neveziink, ha u(A) > 0, és legalabb két olyan ¢ € I van, amelyre
E;NA#0.

5.5. Allitas.

o AP
1 (K) = inf
(K) = Tnf o

Bizonyitds. Vegylik észre, hogy ha egy A halmazra pu(A) > 0, akkor ANK legalabb kételem, igy az SSC
miatt van egy egyértelmi maximalis hosszu i indexvektor, amelyre ANK C Fj. Ekkor A = (¢;, 0...0
op;,. )(A") alakd, ahol A’ j6 halmaz m maximalitasa miatt. Lathato, hogy p(A) =X p(A’) és |[A|= N4,

amibdl kovetkezik az allités. O



5.6. Definicio. Egy C' C N halmaz keresztmetszet, ha barmely jo A-t pontosan egy N € C fed.
A keresztmetszetekre az alabbi egyszerii allitasok igazak:

5.7. Allitas. Legyen C egy keresztmetszet. Ekkor

*(K) > mi .
OO 2 plpow

5.8. Allitas. A Cy={N CI||N|>2} halmaz keresztmetszet.

5.9. Allitas. Legyen C keresztmetszet, N € C ési€ N. Ekkor az
S(C, N, i) = (C\{NDU{N s [0 # J C 1}
15 keresztmetszet.

Az algoritmus futasa soran rekurzivan definialjuk a keresztmetszeteknek egy (Cy) sorozatat. Co-t
az 5.8. allitas szerint definidljuk. Ha Cg-t mar definialtuk, akkor valasszunk egy N € Cj-t ugy, hogy ay
minimalis legyen. Ezutan valasszuk meg i€ N-et Ggy, hogy max;je n dmax (i, j) maximalis, ezek k6z6tt pedig
A; maximalis. Végiil legyen Cyy1 = S(Cp, N, i).

Az 5.7. allitas felhasznalasaval minden lépés utan kapunk egy also korlatot H*(K)-ra. A koévetkezd

allitasbol adodik, hogy a kapott alsé korlatok tetszélegesen megkozelitik H® (K )-t:

5.10. Allitas. Vilasszuk i€ N € Cy-t az algoritmus szerint. Ekkor van olyan k-tdl figgetlen ¢ konstans,
amelyre ay > (1 —c\)H*(K).

Bizonyitds. Legyen A = min{d(E;, E;)|¢,j € I}, az SSC miatt A > 0. Ellenérizhetd, hogy az N-beli
indexvektorok els§ koordinatai kozott legalabb kétféle érték szerepel, mivel ez minden Cy-beli halmazra
teljesiil. Legyen j € N olyan, amelyre dpax (i, j) maximalis, ekkor dpax(i,j) > A. A A\ maximalitdsa miatt
Aj < M, tehét duin(i,§) > dinas (i, §) — 2\ R — 2\ R > dinax (1, ) — 4\ R. Ebb6] adodik, hogy

dnlin(1-7.1‘) Z 1 4/\1R _ Z 1 4)\11:{
dmax(la.]) dmax(la.]) A
Legyen A = J;cn Fi- A dmax(i,j) maximalitdsa miatt |A| < dmax(i,j). Legyen ¢ = max(1,s), ekkor x €

€(0,1)re (1—2)*>1—cpz.

dmin(i?j)s < 4)‘iR)Sdmax(i7j)s ( 4COR )|14|S < 4COR )
ay > Smintbl) s () > (120N 2 S (1T (K,
NZD A ) A A M) ula) A )

tehat a ¢ = 4‘2]% teljesiti a feltételt. O

Az algoritmust lefuttattam néhany konkrét esetben. Példaul ha d =2, N =2, \; = A2 = 0,6, és a
hasonlosagok forgasszoge 78°, illetve 282°, akkor 0,968| K|* < H°(K) < 0,982|K|*. Ennél jobb aranyt nem
taldltam. Ebben a példaban a konvex buroknak kevés cstcsa van, ezért ugy sejtem, két hasonlésdg nem

elég d=2 és s>1 esetén (szemben az s <1 esettel, ahol a 3.3. tétel miatt N tetszélegesen megvalaszthato).
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