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lteralt fuiggvényrendszerek
Definicié
Iteralt fiiggvényrendszer (IFS): RY hasonlésagainak egy
®={pi|1<i<n}

véges rendszere, ahol ¢; hasonlésagi ardnya A\; < 1.

Allitas

Létezik egy egyértelmii kompakt K, amelyre
K =Jwi(K).

Definicié

Jeloljik s-sel a ) ;cp A7 = 1 egyenlet megoldasat.



lteralt fuiggvényrendszerek

Allitas
Létezik egy egyértelmii y valészinliségi mérték, amelyre

=2 ANein),

ahol wi(u)(A) = u(y; ' (A)).

Definicié

O teljesiti az erds elvalasztasi feltételt (SSC), ha
#i(K) N ¢j(K) =0 barmely i # j esetén.

Allitas

Tegyiik fel, hogy ®-re teljesiil az SSC. Ekkor K
Hausdorff-dimenziéja s.



IFS-ek Hausdorff-mértéke

Jeloljilk H*(K)-val a K halmaz s-dimenziés Hausdorff-mértékét.
Tétel (Olsen)
Tegytik fel, hogy ®-re teljesiil az SSC. Ekkor

|uP?

U konl\';]ex nyilt ,LL(U),
n(U)>0

15(K) =

ahol |U| az U halmaz atmérgjét jeldli.

Kovetkezmény

H(K) < [KP



IFS-ek Hausdorff-mértéke

Kérdés

Mikor lehet H*(K) = |K|*?

Tétel (Ayer, Strichartz)

Tegyiik fel, hogy a A1, ..., A, > 0 adottak, és > A; < 1. Ekkor van

olyan ® = {¢1,...,on} IFS R-en, ahol a p; hasonlésagi ardnya \;,
és a K attraktorra teljesiil, hogy H*(K) = |K|°.

Ha s > 1 nem egész, akkor egyetlen esetben sem ismert a
Hausdorff-mérték pontos értéke.



IFS-ek Hausdorff-mértéke

Tétel (He, Luo, Zhou)
Tegytik fel, hogy s > 1, és K konvex burka politép. Ekkor
H(K) < |KP5.
Bizonyitas.
> Vagjuk le a K konvex burkanak csucsait € tavolsagra 1évo
hipersikokkal, a kapott halmaz legyen A
» Ha H°(K) = |K|®, akkor minden csticsnal O(e®) p-mértékii
részt vagunk le
> s> 1, ezért u(A)=1-o(e)
|A| < |K| — ce valamilyen ¢ > 0 konstanssal
» Elég kicsi ¢ esetén |A]* < u(A)|K|®

v



A Hausdorff-mérték folytonossaga

Tétel (Olsen)

Legyen n és d régzitett. Jeldljiik M-mel az SSC-t teljesits, n
hasonlésagbdl &ll6 IFS-ek topologikus terét, mint Aff(RY)™ alterét.
Ekkor a ® — H*(K) leképezés az M-re megszoritva folytonos.

Kovetkezmény

Elég lenne M-ben egy olyan kompakt részhalmazt talalni, amin s
konstans, teljesiil az SSC, és a H*(K)/|K|® tetszblegesen
megkézeliti az 1-et.



c|K|® mértékii IFS-ek

Tétel (Ma, Wu)

Legyen d pozitiv egész, és legyen s € (0,d), valamint ¢ € (0,1)
tetszéleges. Ekkor van olyan IFS R9-ben, amelyre H*(K) = c|K|*.
Bizonyitas.

Legyen € > 0. Elég, ha van IFS-eknek egy (®:):c[o,1] csalddja,
amelyre

» minden t-re dim K; = s és |K;| = 1, ahol K; a ®; attraktora,
> at+— P, leképezés folytonos,

> ®;-re teljesiil az SSC,

> H5(Ko) > 1—cés H° (K1) <e.



c|K|* mértékii IFS-ek

Lemma
Legyen wy = L£9(B(0,1)). Ekkor tetszéleges mérheté A C R9-re

L£9(A) < wd(’/j>d.

®; és Oy konstrukcidjanak illusztracidja a cikkbal:

L —t—

L —t—
~— T
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\H




Algoritmus alsé korlat keresésére

v

Feltessziik, hogy ®-re teljesiil az SSC

E = (pi oo ¢i,)(K)
N azon véges indexvektor-halmazok rendszere, amikhez
diszjunkt E;-k tartoznak
N e N fedi A-t:

> ANK CUien B

» birmelyie N-re ANE #£0
Ha N € NV, és N fedi A-t, akkor |A|*/u(A)-ra egy ay alsé
becslés adhaté
C C N keresztmetszet, ha minden A-t, ami Eq, ..., E, koziil
legalabb kettét metsz, pontosan egy N € C fed

Ha C keresztmetszet, akkor H*(K) > minyec an



Algoritmus alsé korlat keresésére

» Lépésenként finomitjuk a C keresztmetszetet

v

Vélasszuk azt az N € C-t, amelyre ay minimalis

> Legyen dmax(i,j) olyan, hogy minden x € E,y € Ej esetén
||X - )/” S dmax(iaj)

» Valasszuk azt az i € N-et, amelyre maxjcn dmax(i,j)
maximalis, és ezek kozott |E;| maximalis

> Az i helyett vegylik a kdzvetlen leszdrmazottainak nem f(ires

részhalmazait, az N helyett ezeket rakjuk C-be

Allitas
A fenti algoritmussal kapott alsé korlat H*(K)-hoz konvergal.



épése
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Az algoritmus egy |




